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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das kollektive Versagensverhalten quasi-sprod brechender Werkstoffe unter
statistischen Gesichtspunkten modellhaft untersucht. Dabei wird von der Annahme ausgegangen,
daB auf der Skala von Korngrof8en mikrostrukturell bedingte lokale Festigkeiten statistisch verteilt
sind. Bei Zugbelastung brechen zuerst schwache Gefiigebestandteile. Dies fiihrt zu diffus verteilten
Mikrorissen und lokalen Spannungskonzentrationen, durch welche angrenzende Gefiigebestandteile
ebenfalls brechen konnen. Zuletzt bricht der Querschnitt kaskadenartig durch, ohne daf} dafiir die
dullere Last weiter erhoht zu werden braucht. Fiir die Bestimmung der makroskopischen Proben-
antworten wird einem Modellansatz auf der Grundlage des in der Literatur vielfach verwendeten
Biindelkettenmodells ein zweiter Ansatz auf Grundlage einer Finite-Elemente-Modellierung gegen-
iibergestellt. Dabei zeigt sich, daf3 sich mit dem Biindelkettenmodell in seinen traditionellen Modell-
formen weder das individuelle noch das statistische Probenverhalten hinreichend gut wiedergeben
1aBt. Durch die grundsitzliche Beriicksichtigung eines mehrachsigen Spannungszustands bei der
Umverteilung von freiwerdenden Lasten gebrochener Gefiigebestandteile ergeben sich im FE-
Modell realitdtsndhere Verhaltensweisen fiir einzelne Proben, wodurch auch das statistische Ver-
halten dieser Modellproben einem Vergleich mit Experimenten besser gerecht wird. Uberraschen-
derweise 146t sich der Probengréfeneffekt im FE-Modell oberhalb einer von der Heterogenitét des
Materials abhéngigen Probengréfe mit Hilfe einer weakest-link-Skalierung beziiglich der Gesamt-
zahl der Elemente abschitzen.

Simulation of the rupture behaviour of quasi-brittle materials under uniaxial tensile loading
using a local statistical approach and simple statistical models

Abstract

In this work the statistical failure behaviour of quasi-brittle materials has been investigated using
models. In this context, it is assumed that the local rupture strengths are statistically distributed as a
function of the microstructure with regard to grain size. Under tensile loading the weakest texture
components are the first to rupture. This leads to a network of diffusely distributed micro-cracks and
local stress concentrations, these can lead to further rupture of the adjacent microstructure. This



process cascades and leads to a final rupture of the specimen without any further increase of the exter-
nal load. An approach based on the well-known “chain of bundles” model has been used to determine
the macroscopic responses of specimens. This methodology has been compared with a second
approach based on a finite element model. It has been demonstrated that the “chain of bundles”
model, in its traditional forms, was not able to either reproduce the behaviour of individual specimens
or the statistical behaviour of samples. The finite element model can better predict both the individ-
ual and statistical behaviour because it considers the multi-axial stress state during the redistribution
of released loads that result from broken texture components. Surprisingly, the specimen size effect
may be estimated with the finite element model using a weakest link scaling that depends on the total
number of elements. For the weakest link scaling to be successful more than a critical number of ele-
ments are required and this number is determined by the heterogeneity of the material.

Manuskripteingang in TDB: 12. Juli 2005



Inhaltsverzeichnis

Abbildungsverzeichnis ix

Tabellenverzeichnis xiii

1 Einfiihrung 1
1.1 Modellierung quasi-sproder Werkstofte . . . . . .. .. ... ... ... 2
1.2 Ziel und Inhalt dieser Arbeit . . . . . . . . . ... L 6

1.2.1  Aufbau und Gliederung . . . . . . . .. ... ... ... ... 9
2 Experimentelle Grundlagen 11
2.1 Beobachtungen an v-TiAl-Mikroflachzugproben . . . . . . . . ... ... ... 11
2.1.1 Werkstoff . . . . .o 11
2.1.2  Durchgefiihrte Versuche . . . . . . .. .. ... o0 12
2.1.3 Schadigungsverhalten und Probenbruch . . . . ... . ... ... ... 13
2.1.4  Mikrorifiverteilungen . . . . . . . . ..o 13
2.1.5 Makroskopische Bruchspannungen . . . . .. . ... .. ... ... .. 14
2.2 Experimentelle Untersuchungen an anderen Titanaluminiden . . .. .. ... 15
221 TAB . . 15
2.2.2 TSA . . e 16
2.2.3 TSA-Blech . . .. . . . .. 17
2.2.4 Interpretationen . . . . . . .. ... 18
2.3 Beobachtungen zum Versagen anderer heterogener sproder Werkstoffe . . . . 19
3 Statistische Verteilungen 23
3.1 Analytische Verteilungsfunktionen . . . . ... ... ... ... . ....... 23
3.1.1 Gleichverteilung . . . . . ... ... o 23
3.1.2 Normalverteilung . . . . . . . .. . .. oo 24
3.1.3 Weibull-Verteilung . . . . . ... .. ... ... 25
3.2 Darstellung diskreter stochastischer Ereignisse . . . . . . ... ... ... ... 27

3.3 Gleichverteilte Zufallszahlen . . . . . . . . . . . . .. ... 28



vi INHALTSVERZEICHNIS
3.3.1 Erzeugung von Zufallszahlen . . . . . ... ... ... ... ...... 28
3.3.2 Reproduzierbarkeit . . . . . ... ..o 29
3.3.3 Generierung der Samenwerte . . . . .. ... L. 30

3.4 Grundverteilungen . . . . . . . ... 30
3.4.1 Erzeugung zufélliger Stichprobenwerte . . . . . . . .. ... ... ... 31

4 Statistische Versagensmodelle 33
4.1 Fasermodelle . . . . . . . 33
4.1.1 Klassisches Blindel . . . . . . .. ... ... ... ... 33
4.1.2 Einfache Kette . . . . . . . . . ... oo 36
4.1.3 Bindelkette . . . . . ..o 38

4.2 Finite-Elemente-Modelle . . . . . .. ... ... .o 47
4.2.1 Diskretisierung . . . . . ... 48
4.2.2 Ablauf der FE-Berechnung . . . . . ... . ... ... ... 51
4.2.3 FE-Formalismus . . . . . .. ... . ... .. 52
4.2.4 Versagen durch Kohésivelemente . . . . . .. .. ... ... ... ... 58
4.2.5 Versagen von Flachenelementen . . . . . . . . .. ... ... ... ... 63
4.2.6 Gleichungsloser . . . . . . . . .. 63
4.2.7 Steuerung des FE-Programms . . . . . . . ... ... ... ... .. .. 67
4.2.8 Uberschreiten der Belastbarkeitsgrenzen . . . . . .. .. .. ... ... 70
4.2.9 Diskussion der Schiadigungsmodellierung . . . . . . . .. .. ... ... 72
4.2.10 Visualisierung von Daten . . . . . . . . . .. ... ... ... .. ... 73

5 Zusammenfassung von Ergebnissen der Fasermodelle 75
5.1 Biindeltheorie und kleine Biindel bei ELS . . . . . ... ... .. ... .... 75
5.1.1 Bruchspannungen . . . . . . . . . ... Lo 76

5.1.2 Faserspannungen und Schédigung . . . . . . . . ... ... 79

5.2 Biindelketten endlicher Breite bei ELS . . . . . ... ... .. ... 81
5.2.1 Bruchspannungen . . . . . . . .. ... L L Lo 81

5.2.2 Faserspannungen und Schédigung . . . . . . . .. ... 83

5.3 Skalenverhalten von Biindelketten bei ELS und LLS . . . . . .. .. ... .. 83
5.3.1 Abhéngigkeit von der Kettenldnge . . . . . . ... ... ... ..... 83

5.3.2 Abhéngigkeit von der Gesamtprobengrofe . . . . . .. ... 85



INHALTSVERZEICHNIS

6 Ergebnisse von FE-Rechnungen

6.1 Uberblick zu den Rechnungen mit den FE-Modellen . . . . . .. .. .. ...

6.2

6.3

6.1.1
6.1.2
6.1.3
6.1.4

FE-Modellproben und ihre Belastung . . . . . . ... .. .. ... ...
Verwendete Grundverteilungen . . . . . . . . ... ... ... ...
Bestimmung der Versagens- und Schidigungswahrscheinlichkeiten . . .

Rechenaufwand . . . . . . . . . . ..

Rechnungen fiir Flachzugproben konstanten Querschnitts . . . . . .. .. ..

6.2.1
6.2.2
6.2.3

Rechnungen mit dem Kohédsivmodell . . . . . . . . ... .. ... ...
Rechnungen mit versagenden Kontinuumselementen . . . . ... . ..

Vergleich der Versagensmodelle . . . . . .. ... ... ... ... ...

Rechnungen fiir taillierte Flachzugproben . . . . . . .. ... ... ... ...

6.3.1
6.3.2
6.3.3
6.3.4
6.3.5
6.3.6
6.3.7

Diskretisierung der taillierten Probenflache . . . . . . . . ... .. ..
Untersuchte Probenserien . . . . . . ... ... ... ... .......
Schadigungsentwicklung und Versagen . . . . . ... .. .. ... ...
Bruchlasten und makroskopische Bruchspannungen . . . . . . . . . ..
Schadigung . . . . . ...
Erginzende Untersuchung zum Rifabstand . . . . . ... .. ... ..

Interpretation der Ergebnisse und Folgerungen . . . . . ... ... ..

6.4 Zusammenfassung und Bewertung der FE-Modelle . . . . . . ... ... ...

7 Vergleich zwischen Biindel- und FE-Modell

7.1
7.2

7.3

Verhalten der Modellproben bei Belastung . . . . . . . .. ... ... ... ..

Probengrofteneffekte . . . . . ..o

7.2.1

Skalierbarkeiten . . . . . . . . .. L

Anpassung des Lastkonzentrationsfaktors des Biindelkettenmodells . . . . . .

7.3.1
7.3.2

Anpassung fiir individuelle Proben . . . . . . ... 000

Anpassung fiir kollektive Probenantworten . . . . . . . . . .. ... ..

8 Vergleich von FE-Modell und Experimenten

8.1 Bruchspannungen . . . . . . . . .. L Lo

8.2 Schidigungen . . . . . . . . . ..

9 Bewertung und Ausblick

10 Farbige Abbildungen

Literaturverzeichnis

Danksagung

vil

89
89
90
92
92
93
94
94
97
102
105
105
106
107
108
110
114
114
117

119
119
120
122
122
123
123

125
125
126

129

135

179

185






Abbildungsverzeichnis

2.1 taillierte Mikroflachzugprobe . . . . . . . . . . ... ... L 12
2.2 Mikroflachzugprobe mit konstantem Querschnitt . . . . . .. ... ... .. 12
2.3 Mikrostruktur v-TiAl . . . . . . . ..o 12
2.4 Mikrorifs in v-TiAL . . . . . . . 12
2.5 Mikrostruktur TAB . . . . . . . . . .. 16
2.6 Liidersband . . . . . . . . . .. 16
2.7 Mikrostruktur TSA . . . . . . .. 17
2.8 Bruchfliche von TSA mit Pore . . . . . . . .. ... ... ... ... .... 17
2.9 Mikrostruktur TSA-Blech . . . . . . ... ... ... L. 18
2.10 TSA-Blech mit Mikrorissen . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 18
3.1 Vergleich WEIBULL-Funktion und Approximation . . . . . . .. .. ... .. 32
4.1 klassisches Biindel . . . . . . . . . .. . 33
4.2  einfache Kette . . . . . . . . . .o 37
4.3  weakest-link-Effekt . . . .. ..o 37
4.4  Biindelkette . . . . . ..o 39
4.5 local load sharing: Idealisierung . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 45
4.6 FE-Testsystem . . . . . . . . . . . . .. 58
4.7 Kohésivgesetz . . . . . .. 59
5.1 Faserspannung, Schiadigung und Biindelspannung . . . . . . . ... ... .. 80
5.2 Grofbeneffekt von Biindelketten bei ELS und LLS . . . . . .. ... ... .. 87
6.1 FE-Diskretisierung der taillierten Proben . . . . . . . . .. .. ... ... 107
Farbige Abbildungen: 135

zu Kapitel 2:
10.1 gemessene Rifsdichten . . . . . . . . . ... oL 136
10.2  Ausgleichskurve durch die gemessenen Riftdichtenwerte . . . . . . . . . . .. 136



10.3
10.4
10.5
10.6

ABBILDUNGSVERZEICHNIS

Kraft-Verlangerungskurven fiir v-TiAl . . . . . . ... ... ... ... ... 137
Kraft-Verlangerungskurve fir TAB . . . . . . ... ... ... .. ... ... 137
Kraft-Verlangerungskurve fiir TSA . . . . . . . .. ... ... ... 137
Kraft-Verlangerungskurve fiir TSA-Blech . . . . . . .. ... ... ... ... 137

zu Kapitel 3:

10.7
10.8

Zweiparametrige WEIBULL-Funktion firp >1. . . .. ... ... ... ... 138

Zweiparametrige WEIBULL-Funktion firp <1. .. .. ... ... ... ... 138

zu Kapitel 4:

10.9

10.10
10.11
10.12
10.13
10.14
10.15
10.16

herausgebrochene Ecke . . . . . . . . ... o 139
Auswirkung unterschiedlicher Ubertragung von Kohisivfestigkeiten . . . . . 140
Héaufigkeiten der Grenzwerte der Proben aus Abbildung 10.10 . . . . . . . . 140
Schrittsteuerung FE-Modell . . . . . . . . ... .. oL 141
Kraft, Verschiebung und Schadigung . . . . .. . ... ... ... ... ... 141
Rifsausbreitung bei langsamer Reduktion des Separationsgesetzes . . . . . . 142
Last-Verlangerungskurven fiir Abbildungen 10.14 und 10.16 . . . . . . . .. 142
Rifausbreitung bei schneller Reduktion des Separationsgesetzes . . . . . . . 143

zu Kapitel 5:

10.17
10.18
10.19
10.20
10.21
10.22
10.23
10.24
10.25
10.26
10.27
10.28
10.29
10.30
10.31
10.32
10.33
10.34
10.35

Biindelspannungsverlauf iber Faserspannungen . . . . . . .. ... ... .. 144
einfache Biindel: op vs. o? fiir verschiedene Biindelgrofsen . . . . . . . . .. 144
kumulative Verteilungsfunktionen der Biindelbruchspannungen . . . . . .. 145
kumulative Bruchspannungsverteilung eines einfasrigen Biindels . . . . . . . 145
Biindelspannung als 3D-Funktion . . . . . . .. ... ... ... ....... 146
einfache Biindel: Probability und Hohenlinien gleicher Biindelspannung . . . 146
einfache Biindel: Faserspannung und Schadiung . . . . . .. ... ... ... 147
Schidiung vs. Faserspannung bei Biindelbruch fiir verschiedene Biindelgrofen 147

einfache Biindel: Faserspannungsverteilung fiir verschiedene Biindelgréfsen . 148
einfache Biindel: Schiadigungsverteilung fiir verschiedene Biindelgréfsen . . . 148
Biindelketten: Bruchspannungsverteilung A(o¢) . . . . . . . . . ... L. 149
Biindelbruchspannungsverteilung bei ELS und LS . . . . ... ... .. .. 150
Biindelschédigungsverteilung bei ELS und LLS . . . . . ... ... ... .. 150
skalierte Biindelkettenbruchspannungsverteilung bei ELS und LLS. . . . . . 151
skalierte Biindelkettenschadigung bei ELS aus Biindel . . . . . ... .. .. 152
skalierte Biindelkettenschadigung bei LLS aus Biindel . . . . . . . . . .. .. 152
skalierte Biindelkettenschadigung bei ELS aus kurzer Kette . . . . . .. .. 153
skalierte Biindelkettenschadigung bei LLS aus kurzer Kette . . . . . .. .. 153
Bruchspannungsverteilung bei LLS . . . . . . .. ... ... ... 154



ABBILDUNGSVERZEICHNIS xi

10.36 Schadigungsverteilung bei LLS . . . . . . . . ... ... L. 154
10.37 Grofeneffekt der Spannungen von BK-Miniaturproben . . . . . . . ... .. 155
10.38 Grofeneffekt der Schéadigungen von BK-Miniaturproben . . . . . . . . . .. 155

2u Kapitel 6:

10.39 2 Kohéasivproben mit gleichem I': ¢ u. Schadigung vs. Probendehnung . . . 156
10.40 2 Kohéasivproben mit gleichem I': Spannung vs. Schadigung . . . . . .. .. 156
10.41 Bruchspannungen von 50 Kohésivproben bei verschiedenen ¢p . . . . . . .. 157
10.42 Bruchschadigungen von 50 Kohésivproben bei verschiedenen v . . . . . . . 157
10.43 Bruchspannungsverteilung von Kohésivproben bei unterschiedlichem ¢ . . . 158
10.44 Bruchschadigungsverteilung von Kohésivproben bei unterschiedlichem ¢ . . 158
10.45 Kontinuumsmodell: P(c) bei (=5, 20, 2 Probengrofen . . . . . . .. .. .. 159
10.46 Kontinuumsmodell: P(b) bei (=5, 20, 2 Probengrofen . . . . . ... .. .. 159
10.47 Kontinuumsmodell: w-1-Skalierung 1-P(¢) von Abbildung 10.45 . . . . . .. 160
10.48 Kontinuumsmodell: w-1-Skalierung 1-P(b) von Abbildung 10.46 . . . . . .. 160
10.49 Haufigkeitsverteilungen P(o) bei Kohésiv- und Kontinuumsmodell, (=20 . . 161
10.50 Haufigkeitsverteilungen P(b) bei Kohésiv- und Kontinuumsmodell, (=20 . . 161
10.51 Spannung vs. Kontinuumsverlangerung von 4 Modellrechnungen . . . . . . . 162
10.52 Spannung vs. Schiadigung von 4 Modellrechnungen . . . . .. .. ... ... 162
10.53 3 Modellproben bei Fiuax - -« « v v v v o e e e e 163
10.54 Haufigkeitsverteilungen P(o) bei Kohésiv- und Kontinuumsmodell, (=2 . . 164
10.55 Haufigkeitsverteilungen P(b) bei Kohésiv- und Kontinuumsmodell, (=2 . . . 164
10.56 Bruchspannungsverteilungen aller taillierten Proben . . . . . . . . . .. . .. 165
10.57 weakest-link-Skalierung der Spannungen vergleichbarer taillierter Proben . . 165
10.58 weakest-link-Skalierung der Bruchspannungen bei unterschiedlichem « . . . 166
10.59 Fléchenanteil und Elementanteil geschadigter Bereiche . . . . . . . . . . .. 166
10.60 Schadigungsverteilung aller taillierten Proben . . . . . . . . ... ... ... 167
10.61 Schadigungsverteilung bei k=1.5 . . . . . . . . ... ... ... L. 167
10.62  weakest-link-Skalierung der Schadigungen vergleichbarer taillierter Proben . 168
10.63 weakest-link-Skalierung der Bruchschadigungen bei unterschiedlichem ¢ . . . 168
10.64 mittlerer Schidigungsabstand einiger Modellproben . . . . . . . . . .. . .. 169
10.65 maximaler Schidigungsabstand einiger Modellproben . . . . . . . . . .. .. 169
10.66 Bruch des kerbfernsten Elements der Proben S20v1 . . . . . . . ... .. .. 170
10.67 Kraftmaximum und makroskopischer Bruch . . . . .. ... ... ... ... 170
10.68 Bruchspannungsverteilungen taillierter und nichttaillierter Proben . . . . . . 172
10.69 Schéadigungsverteilungen taillierter und nichttaillierter Proben . . . . . . . . 172

zu Kapitel 7:
10.70 Last-Schadigungskurven verschiedener Modelle . . . . . . ... ... .. .. 173



xii

ABBILDUNGSVERZEICHNIS
10.71 Grofeneffekt der Spannungen von Biindelketten- und FE-Modell . . . . . . 174
10.72 Grofeneffekt der Schéadigungen von Biindelketten- und FE-Modell . . . . . . 174
10.73 P(o) bei unterschiedlichen Modellen . . . . . .. ... ... ... ...... 175
10.74 P(b) bei unterschiedlichen Modellen . . . . . ... ... ... ... ... .. 175
10.75 P(o) bei FE und BK bei 2 Verteilungen . . . . ... ... ... 176
10.76 P(b) bei FE und BK bei 2 Verteilungen . . . . ... ... ... ... ... 176

zu Kapitel 8:

10.77 Vergleich der Bruchspannungsverteilung von FE-Modell und Experiment . . 177
10.78 Skalierung des Abstandes des Schwerpunkts der Rifdichte . . . . . . . . .. 177
10.79 mittlerer Rifkschwerpunktabstand von der Bruchkante . . . . . . . . ... .. 178

10.80 Mikrorianteil vs. Abstand zur Bruchkante . . . . . . . . . . ... ... ... 178



Tabellenverzeichnis

2.1 An taillierten Mikroflachzugproben gemessene Rissdichten . . . . . .. . . .. 14
2.2 Abmessungen und Bruchlasten taillierter Mikroflachzugproben . . . . . . . . . 14
2.3 4 TiAl-Werkstoffe, Eigenschaften und Ergebnisse der Zugversuche . . . . . . . 19
4.1 Modellketten . . . . . . . . 38
4.2 Vergleich zwischen einfachem Biindel und Biindelkette (ELS) . . . ... . .. 43
4.3 Faserlasten bei verschiedenen Lastverteilungsvorschriften . . . . . . . . . . .. 46
5.1 Biindeltheorie und Modellbiindel . . . . . . ... ... ... ... .. ... .. 77
5.2 Superbiindel mit 1 Million Fasern . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 78
5.3 Modellblindelketten . . . . . . . . ... oo 82
5.4 Biindelketten mit ELS und LLS . . . . . . ... ... . oo 84
5.5 Grobeneffekt von Biindelketten . . . . . . ... 86
6.1 Ergebnisse von Kohésivproben mit (=2 . . . . . .. ... .. ... .. .... 97
6.2 Ergebnisse untaillierter Modellproben mit Kontinuumselementen . . . . . . . 99
6.3 Vergleich Bruchspannungen und -schidigungen bei variierter Grundverteilung 101
6.4 4 FE-Modellrechnungen konstanten Querschnitts bei Fipax . . . . . . . . . . . 103
6.5 taillierte Modellproben, Probenbezeichnungen . . . . . . . ... ... ... .. 108
6.6 schmale taillierte Proben (k=2), makroskopische Bruchspannungen . . . . . . 108
6.7 breite taillierte Proben (k=1.5), makroskopische Bruchspannungen . . . . . . 109
6.8 schmale taillierte Proben (k=2), Bruchschadigung . . . . . . . ... ... ... 111
6.9 breite taillierte Proben (k=1.5), Bruchschadigung . . . . . . . ... ... ... 111
6.10 mittlere Mikrorifausbreitung der Modellproben . . . . . . .. .. .. .. ... 113
6.11 maximale Mikrorifausbreitung der Modellproben . . . . . . . .. .. .. ... 114
7.1 Vergleich der Ergebnisse bei 2 Verteilungsbreiten mit FE und Biindelkette . . 124






Kapitel 1

Einfiihrung

Jeder Festkorper bricht, wenn die aufgebrachte Last groft genug ist. Vor dem Bruch erfahrt der
Korper eine Deformation. Ist diese Deformation klein genug, verschwindet sie wieder, wenn
der Korper entlastet wird; eine solche Deformation ist ,elastisch”. Bei Steigerung der Last,
kann der Korper aus seinem elastischen Verhalten heraus entweder abrupt auseinanderbrechen
oder sich so stark verformen, daf diese Verformung auch nach einer erneuten Entlastung
nicht vollstdndig verschwindet. Eine solche Verformung wird ,plastisch® genannt. Plastische
Verformung bedeutet i. a. wesentlich grofiere, deutlich sichtbare Verschiebungen der einzelnen
Materiepunkte. Das Verhalten eines Korpers, das sich durch starke plastische Verformung vor
dem Bruch auszeichnet, heiftt ,duktil®, wihrend das Verhalten, bei dem ein Koérper direkt aus
dem elastischen Zustand heraus bricht, also nach nur geringer Deformation, ,sprode“ genannt
wird. Da der Sprodbruch plotzlich ohne warnende Vorzeichen erfolgt, wird er mehr gefiirchtet.
Ob sich ein Material sprode oder duktil verhélt, hangt nicht allein von der Zusammensetzung
des Materials ab. Bei unterschiedlichen Temperaturen kann ein Material sich einmal sprode
und einmal duktil verhalten. Genauso kénnen Umgebungseinfliisse (z. B. Korrosion) oder die
Belastungsgeschwindigkeit das Materialverhalten entscheidend beeinflussen.

Auf atomarer Ebene besteht ein kristallines Material aus Elementgittern, bei denen die das
Material zusammensetzenden Atome bestimmte regelméfig angeordnete Positionen besitzen.
Elastische Dehnung findet durch Dehnung dieses Atomgitters statt. Auf einer groberen Ska-
la, der sogenannten ,Mikroskala“, setzt sich das Material aus Kérnern zusammen, die sich
durch eine mehr oder weniger einheitliche Ausrichtung der zugrundeliegenden Atomgitter
auszeichnen. Die Ausrichtung der Korner gegeneinander unterliegt dabei einer statistischen
Verteilung, der Textur. Zwischen den Kérnern kénnen aufserdem Poren, also Hohlrdume, und/
oder Einschliisse anderer Zusammensetzung auftreten. Die Korner selbst sind zwar weitgehend
regelméfig aufgebaut, besitzen aber normalerweise Fehler in der Gitterstruktur, wie etwa Ver-
setzungen und Zwillinge. Unter der Wirkung einer dufseren Last konnen solche Gitterfehler
durch den Kristall wandern, wodurch einzelne Bereiche im Kristall gegeneinander abgleiten.
Geschieht dieses Abgleiten schon bei geringen Kréften und iiber grofse Entfernungen, verformt
sich das Material auch makroskopisch stark. Dabei schniirt sich etwa eine Zugprobe makro-
skopisch sichtbar ein, es bilden sich Hohlrdume, die sich schlieflich vereinigen und so zum
duktilen Versagen des Materials fiihren. Werden die Gitter jedoch am Abgleiten gehindert,
z. B. durch Einschliisse, Poren oder an Korngrenzen, bilden sich an diesen Stellen vorzugswei-
se Mikrorisse, ohne daft sich das Material makroskopisch sichtbar verformen kann. Mikrorisse
stellen ebenso wie Poren Schwachstellen im Gefiige dar, so daf von ihnen der makroskopische
Bruch ausgehen kann, indem bei weiterer Belastung das Material zwischen diesen Mikroris-
sen plotzlich versagt. Das Material verhélt sich dann, abgesehen von mikroskopisch kleinen
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Bereichen, makroskopisch sprode.

Wegen der Fahigkeit duktiler Werkstoffe, die Auswirkungen lokaler Ereignisse, wie etwa Span-
nungskonzentrationen infolge Mikrorifbildung, durch weitreichende Versetzungsbewegungen
in benachbarte Bereiche des Gefiiges zu iibertragen und somit lokale Unterschiede auszuglei-
chen, lassen sich diese Werkstoffe mit guter Berechtigung homogenisieren und damit kontinu-
umsmechanisch bereits mesoskalig als ndherungsweise homogenes Medium behandeln.

Sind die Moglichkeiten des Materials, lokale Ereignisse ,weiterzureichen, begrenzt, ist die
Voraussetzung fiir eine Homogenisierung nicht gegeben. Besonders bei Materialien, deren Ge-
fiigestruktur, abgesehen von diffus verteilten, voneinander unabhéngigen Schwachstellen, im
wesentlichen homogen ist, kann dabei bereits ein lokales Versagen an einer besonders schwa-
chen Stelle des Gefiiges als Ausloser fiir einen plétzlichen makroskopischen Bruch ausreichen.
Bei solchen ,jideal sproden” Materialien treten statistische Effekte in den Vordergrund, die zu
deutlicher Streuung der makroskopischen Bruchspannungen fiihren. Probengréfieneffekte, die
aus der Abhéingigkeit der Wahrscheinlichkeit, lokale Schwachstellen im Material anzutreffen,
von der Probengrofie resultieren, sind hierfiir theoretisch herleitbar [80]. Zur rechnerischen
Abschétzung des Sprédbruchrisikos solcher Materialien eignet sich der Ansatz, die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten lokaler Schidigung in einem Volumenbereich kritischer Grofe
zu bestimmen und als makroskopisches Versagenskriterium zu definieren. Insbesondere fiir
ferritische Stéhle im Niedrigtemperaturbereich wird dieses ingenieurméfige Verfahren [12]
empfohlen [69].

Viele, besonders mehrphasige, Werkstoffe weisen ein Verhalten auf, das makroskopisch weder
ideal sprode noch ausgepragt duktil ist. Hierbei treten lokale Schadigungen in Form von ein-
zelnen, zumeist weit verstreuten Mikrorissen auf, mitunter begleitet durch lokale plastische
Verformungen, ohne daf sofort katastrophales Materialversagen eintritt. Erst bei Erreichen
einer kritischen Schédigung versagt eine Probe dann meist recht plotzlich infolge von Lo-
kalisierung der Schidigung, d.h. einer lokalen Konzentration von Mikrorifentstehung und
deren Vereinigung, durch Bruch des Restquerschnitts. Die Ursache fiir dieses Verhalten liegt
in einer Mikrostruktur mit ausgepriagter ungeordneter Gefiigeheterogenitit. Infolge der dif-
fus verteilten Mikrorifsbildung besitzt ein solches Material Bereiche deutlicher Schadigung
auch aufserhalb des makroskopischen Risses, wobei die Form und Gréfse des geschédigten Be-
reichs von der Probenform und ihrer Belastung abhéngt. Wie schon bei den ideal sproden
Werkstoffen wird auch hier eine Probengréfsenabhéngigkeit von Mittelwert und Streuung von
nomineller Bruchspannung! und Bruchschidigung (Gréfeneffekt) beobachtet. Allerdings 1i#t
sich diese im Gegensatz zum Probengréfeneffekt ideal sproder Werkstoffe nicht allein durch
die von Weibull [80] eingefiihrte Wahrscheinlichkeit des Vorhandenseins von lokalen Schwach-
stellen erkldren [10], sondern sie ist wesentlich komplizierterer Natur. Zur Modellierung des
Schidigungs- und Bruchverhaltens solcher Werkstoffe gibt es verschiedene Ansétze, die im
folgenden genauer beschrieben und klassifiziert werden.

1.1 Modellierung quasi-sproder Werkstoffe

Nach Delaplace, Pijaudier-Cabot und Roux, [24], lassen sich die Modellierungsansétze fir
quasi-sprodes Materialversagen in 2 Kategorien einteilen:

IMit ,nomineller Bruchspannung® wird die maximale Probenlast bezogen auf den Probenquerschnitt be-
zeichnet. Sie wird auch mit ,makroskopischer Bruchspannung® bezeichnet, zur Unterscheidung von den ,lokalen
Bruchspannungen® der einzelnen Gefiigebestandteile.
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1. Modelle, die das Materialverhalten kontinuumsmechanisch unter Einbeziehung von de-
terministischen Schadigungsmodellen beschreiben, und

2. diskrete (lokale) Modelle, die die Heterogenitidt und damit die zuféllige Verteilung der
mechanischen Eigenschaften explizit in Betracht ziehen und das lokale Materialverhalten
mit meist einfachen Modellen beschreiben.

Die kontinuumsmechanischen Modelle, Typ 1, stellen mean field-Nadherungen dar und sind de-
terministisch. Die dabei verwendeten Ansétze zur Beschreibung der Schédigung, bei denen die
mit der Mikroriftbildung einhergehende Schiadigung von der Last abhéngig ist, [52-54, 72], sind
phénomenologisch mit dem in den letzten Jahren im Bereich duktiler Schadigung zunehmend
angewendeten GURSON-Modell [35] vergleichbar, bei dem eine innere lastabhéngige, irrever-
sibel agierende Schédigungsvariable die Abnahme der Materialfestigkeit und damit verbun-
denes Versagen mit Mikrodefekten verkniipft. Konstitutiv ist die Schidigung hier aber nicht
mit der Spannung sondern meist mit der Dehnung verkniipft. Die Schadigung des Materials
wird dabei durch Homogenisierung iiber die Einheitszelle verschmiert und eine Korrelation
zwischen einer Einheitszelle und einer mikrostrukturellen Gefiigeeinheit ist nicht vorgesehen.
(Ein Uberblick iiber den aktuellen Stand schidigungsbasierter Kontinuumsmodellierung wird
in [23] gegeben.) In jiingster Zeit wird die Materialschiadigung anstelle mit einer innern Sché-
digungsvariablen auch zunehmend mit Kohésivzonen auf der Grundlage der Arbeiten von
Dugdale, Barenblatt und Hillerborg [8, 26, 47| modelliert 23,27, 78|.

Die fiir die kontinuumsmechanische Modellierung benétigten reprasentativen Volumenelemen-
te (RVE) setzen die Moglichkeit der Mittelung iiber die in Modellen des 2. Typs explizit
berticksichtigten Fluktuationen voraus. Zufillig auftretende lokale Ereignisse, wie verstark-
te Mikrorifkonzentrationen, konnen dabei keine Beriicksichtigung finden. Konsequenterweise
werden Modelle mit homogenisiertem Schédigungsverhalten deshalb hauptséchlich fiir makro-
skalige Modellierungen in gekerbten und/oder biegebelasteten Bauteilen (hauptséchlich aus
Beton) angewandt, wo der Einflufs der Heterogenitét gegentiber den durch Belastung und Geo-
metrie bedingten lokalen Spannungsfeldern in den Hintergrund tritt. Ob die Annahme von
Makroskaligkeit berechtigt ist, schwankt dabei von Material zu Material in Abhéngigkeit vom
Verhéltnis der mikrostrukturellen Gefiigeeinheiten zur Probengrofie. Je kleiner die Gefiigeein-
heiten mit heterogenen Eigenschaften und je grofser die Probenabmessungen sind, desto eher
ist diese Annahme berechtigt. Wenn die ungeordnet verteilten, mikromechanisch heteroge-
nen Strukturkomponenten, wie z. B. Kérner oder Einschliisse, im Verhéltnis zur Probengrofe
nicht vernachléssigbar klein und/oder wenn die durch diese Heterogenitéiten bewirkten loka-
len Fluktuationen der mechanischen Eigenschaften groft sind und wenn die Spannungsfelder,
die sich aus der Art der Belastung ergeben, keine eindeutige Rifslokalisierung erzwingen (z. B.
bei einachsigem Zug in ungekerbten Proben) sind die Voraussetzungen zu einer Modellierung
des Schidigungsverhaltens mit homogenisierten Schédigungsmodellen verletzt, so dal eine
RVE-basierte Modellierung wenig sinnvoll ist.

Die mechanischen Eigenschaften der diskreten Modelle, Typ 2, reflektieren explizit die Mi-
krostruktur des Materials und zielen darauf ab, die makroskopischen Konsequenzen mikrostruk-
tureller Unordnung wahrend des Versagensprozesses zu verstehen und zu beschreiben. Hierbei
ist die Variationsbreite der Modellierungsanséitze sehr grofs, wobei allen gemein ist, dafs sie in
der einen oder anderen Form Zufilligkeiten beriicksichtigen und dadurch als stochastische?

2Es muf dabei angemerkt werden, da® viele der Modelle darauf ausgerichtet sind, eine zufillige Konstellati-
on von Unordnung zu beriicksichtigen, aber nur wenige Modelle diese auch im statistischen Sinn systematisch
untersuchen. Ob die vorgefundene oder generierte Unordnung dabei statistische Relevanz besitzt, z.B. im
Sinne einer mittleren oder extremalen Konstellation, wird oftmals nicht thematisiert.
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Modelle angesehen werden kénnen.

In den meisten dieser Modelle werden die lokalen Materialeigenschaften stochastisch generiert.
Dies geschieht dabei entweder dadurch, dafs sie unter Verwendung statistischer Verteilungen
bechrieben werden, z. B. mittels einer WEIBULL-Verteilung. Dabei werden meist die Bruchfe-
stigkeiten variiert [34, 38,49, 58, 68|, mitunter aber auch andere Parameter, wie beispielsweise
der Elastizitatsmodul [15] oder die Anfangsporositét [72]. Die zweite Moglichkeit, die Material-
eigenschaften stochastisch zu beschreiben, besteht darin, ein (reales oder zufillig generiertes)
Geflige, also die Grofe, Verteilung und Form von Koérnern oder Einschliissen, iiber ein Ra-
ster auf das Modell abzubilden (,Fenstertechnik“). Dabei wird die Haufigkeit des Auftretens
bestimmter Gefiigestrukturen innerhalb eines Rasterelements (Fenster) bestimmt und damit
das Verhalten und/oder die Festigkeit des Gefiiges an dieser Stelle festgelegt [3,5,9,31,67].
In [67] wird dazu beispielsweise ein Gitter auf das Gefiige von Beton projiziert und damit
entschieden, ob die Gitterstibe Matrix-, Zuschlagstoff- oder Ubergangsmaterialeigenschaften
besitzen. In [9] wird gezeigt, wie sich die Fenstertechnik mittels computer aided tomography
auf 3D-Mikrostrukturen ausweiten l&ft. Die Fenstertechnik wird oftmals beschréankt auf eine
zufillige Realisierung des gewadhlten Fensters angewendet. Die effektive Kompositantwort bei
einer Variation der Fenstergrofe ist in [5] behandelt und in [48] werden Techniken gezeigt, wie
zufillige Gefligestrukturen unterschiedlicher Morphologietypen, z. B. Partikel in einer Matrix,
Polykristalle etc., erfaftt und mit statistischen Mitteln beschrieben werden koénnen.

In einigen Arbeiten werden unregelméfige Netze oder Gitterstrukturen erzeugt. Damit wird
entweder die Form und Grofe von Partikeln variiert [79], oder es sollen damit netzabhéngige
Vorzugsrichtungen, etwa bei der Rifausbreitung, vermieden werden [6,13,66,77|. Zumeist
werden unregelméafige Gitter mit anderen stochastischen Modellierungstechniken, z. B. der
Fenstertechnik, verkniipft.

Dariiberhinaus zeichnen sich viele stochastische Modellierungsansétze durch stark vereinfach-
te Materialgesetze aus, z. B. elastisch—perfekt-sprode. Oftmals werden zur weiteren Vereinfa-
chung auch elektrische Analogien verwendet, wodurch die Anzahl der Freiheitsgrade gegeniiber
Spannungs-Verzerrungs-Modellen reduziert wird [50].

Zur Modellierung eines Probenkorpers werden vorzugsweise einfache Gittermodelle aus Stdben
oder Balken, also Ketten, Fachwerk- oder Rahmenstrukturen verwendet [14,43, 56, 66, 68, 74].
Einfache FE-Diskretisierungen® sind eher selten [59], wohingegen mitunter Kontinuumsmodel-
le vom Typ 1 mit lokalen Modellen vom Typ 2 kombiniert werden, indem beispielsweise Mate-
rialparameter, Netze oder Randbedingungen stochastisch generiert werden [20, 22, 54, 72, 79|.

Versucht man nun, etwas Ordnung in die diskreten lokalen Modelle (Typ 2) zu bringen, lassen
sich diese entweder nach ihren physikalischen oder nach ihren stochastischen Eigenschaften
klassifizieren. Delaplace et al. [24] unterscheiden nach ihren physikalischen Eigenschaften in

2.1 Gitter, deren Elemente durch eine vorgegebene Mikrostruktur bestimmt sind, und

2.2 Modelle, deren Gitter nicht mit einer konkreten Mikrostruktur korreliert sind.

Danach verwenden Modelle des Typs 2.1 Elemente, die Strukturbereiche repriasentieren. Auf-
grund der Eigenschaft, die physikalische Struktur zu diskretisieren, besitzen diese Modelle
inhdrente Langenmafie. In diesen ist die Grofie der Elemente oder die Lénge der Stédbe oder

3Von Herrmann und Roux, [45], werden auch die FE-Modelle zu den Gittermodellen gezahlt, da dabei das
Kontinuum auf einen Satz von Punkten (eines Gitters) reduziert wird, fiir die die Gleichgewichtsbedingungen
erfiillt werden, was aber i.a. nicht auch Gleichgewicht im Kontinuum bedeutet [60].
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Balken durch die Beziehung bestimmt, die sich aus der Abbildung der Materialeigenschaften
auf das diskrete Modell ergibt.

Modelle vom Typ 2.2 verwenden wie die ersteren Gitter, Stdbe oder Balken, haben aber
im Gegensatz zu diesen keine Korrelation zwischen Gittergrofe und Mikrostruktur. Thr Ziel
besteht somit nicht in der Beschreibung der Antwort eines konkreten Modells auf eine duftere
Belastung, sondern vielmehr in der Untersuchung des Einflusses lokaler Unordnung auf das
kollektive Systemverhalten, also auf das Verhalten einer statistischen Gesamtheit nominell
gleicher Proben [14,15,24|. Dabei wird iiblicherweise eine grofe Anzahl von Freiheitsgraden
verwendet.

Als besondere Klasse der Modelle vom Typ 2.2 stechen Fasermodelle hervor, die wegen ihrer
Einfachheit und teilweise analytisch behandelbaren Form weit verbreitet und beziiglich vieler
Aspekte untersucht sind. Die Anwendung beschrankt sich fast ausnahmslos auf eindimensio-
nale Zuguntersuchungen. (In [18,57] werden allerdings auch die flichenhafte Anordnung von
Fasern untersucht.) Die Fasermodelle ihrerseits lassen sich unterteilen in:

e cinfache Biindel mit gleichméfiger Verteilung der Faserlasten [19,42],
e Ketten einfacher Biindel [34, 58, 73] und

e Biindel und Biindelketten mit ungleichméfiger Verteilung der Faserlasten [38,39, 51].

Untersuchungen an mikrostrukturunabhingigen Modellen werden oft mit dem Ziel durch-
gefiithrt, das makroskopische Modellverhalten fiir den asymptotischen Fall unendlich vieler
Fasern bzw. Elemente zu bestimmen [19, 73|, da dieser Grenzfall durch ein kontinuierliches
schiadigungsbasiertes Konstitutivgesetz beschreibbar ist [24]. Wegen ihrer Bedeutung fiir die
Entwicklung statistischer Bruchmodelle werden die Fasermodelle in dieser Arbeit noch genau-
er behandelt (Kapitel 4 und 5).

Nimmt man eine Einteilung der Modelle nach physikalischen Gesichtspunkten vor, darf der
Aspekt der vorgesehenen Applikation nicht aufer acht gelassen werden. Modelle, die zur Rifs-
modellierung biegungsbeanspruchter Proben geeignet sind, sind nicht automatisch auch dazu
geeignet, Risse in glatten geraden Zugproben zu modellieren. So lassen sich deterministische
Kontinuumsmodelle vom Typ 1, d. h. ohne stochastische Differenzierung des Kontinuums, dazu
verwenden, gekerbte Biege- oder Zugversuche zu modellieren, da sich ein Riff infolge geome-
trisch bedingter Spannungskonzentration auch ohne Annahme einer Materialinhomogenitét
ausbildet. Bei glatten, ungekerbten Zugproben ohne Querschnittsdnderung kann hingegen Rifs-
simulation nur sinnvoll durchgefiihrt werden, wenn auch im Modell explizit Inhomogenitéten
eingesetzt werden, die als Rifinitiatoren wirken konnen. Es ist somit nicht iiberraschend, dafs
auch die iiberwiegende Mehrzahl der lokalen Modelle vom Typ 2, siecht man von den Faser-
modellen ab, die ausschliefslich zur Modellierung einachsiger Zugbelastung geeignet sind, zur
Rifssimulationen an gekerbten Zug- oder Biegeproben, teilweise auch Scherproben, verwen-
det werden, um den aus der Heterogenitét resultierenden zusétzlichen Effekt zu untersuchen.
Dagegen gibt es wenige Anwendungen mit Nicht-Fasermodellen fiir den glatten ungekerbten
Zugversuch, wozu auch elektrische Analogien gezahlt werden konnen [20, 24, 59, 72].

Unterscheidet man die diskreten Modelle vom Typ 2, nun noch aufgrund statistischer Ge-
sichtspunkte, erhélt man eine &hnliche Verteilung der Arbeiten wie bei der Einteilung nach
physikalischen Kriterien.
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Die nichtkorrelierten Modelle, Typ 2.2, werden im groffen und ganzen der Frage gewidmet,
welche Verteilungen fiir die makroskopischen Antworten sich aus den Verteilungen der stati-
stisch generierten lokalen Parameter ergeben. Hierbei dominieren zwei Aspekte: Zum einen
wird fast ausschlieflich die Verteilung der Spannungen, die zum Bruch fiihren, betrachtet,
wahrend die damit verkniipfte Verteilung der Schiadigungen nicht weiter untersucht wird. Der
zweite wichtige Aspekt ist die Frage nach asymptotischen Losungen fiir unendlich grofse Sy-
steme. Dabei bleibt die Klirung der Ubertragbarkeit der betrachteten statistischen Modelle
auf eine reale Struktur meist unbeantwortet.

In der tiberwiegenden Zahl der Arbeiten, die sich an realen Strukturen ausrichten (Typ 2.1),
werden nur zuféllige Konstellationen von Heterogenitit betrachtet. Eine systematische Varia-
tion der Parameter, die die Heterogenitéit der Mikrostruktur bestimmen, und die Untersuchung
der damit verbundenen Auswirkungen auf das makroskopische Verhalten unterbleibt dabei.
Auch bei Modellen, die die Fenstertechnik zur Bestimmung stochastischer Variation verwen-
den, dominiert offenbar das Zufallsprinzip bei der Auswahl der Fenstergrofte und -position.
Dadurch bleibt der Einfluf unbestimmt, den die Wahl der Fensterposition (translational) bzw.
der Fenstergrofe in Bezug auf die Elementgrofe des Modells (skalierend) auf die makrosko-
pische Probenantwort hat. Vielfach miissen 2-3 Rechnungen mit ebenso vielen Systemgrofen
oder Elementierungsverfeinerungen zur Darstellung eines erzielten Grofseneffekts gentigen, so
dak die Losungen unter dem statistischen Aspekt als Losungen fiir zufallige Konstellationen
gelten miissen. Diese lassen aber weder eine Aussage iiber eine statistisch bestimmte mittlere
Probenantwort noch iiber die Streuung dieser Antworten zu. Der Grund fiir diese Beschrén-
kungen diirfte in den langen Rechenzeiten der Modelle zu finden sein. Immerhin werden in
[59] 5 verschiedene Elementierungsverfeinerungen eines FE-Netzes (mit jeweils einer zufallig
generierten Konstellation) zur Darstellung des Grofeneffekts der peak-Spannung von Beton-
zugproben verwendet, was umso beachtlicher ist, wenn man das Erscheinungsjahr 1987 in
Rechnung stellt. Eine statistisch systematische Auswertung von Parametervariationen hin-
sichtlich der Porengrofe und Elementierung (elastische Balkenelemente) findet sich hingegen
in |75]: fiir 5 verschiedene Porositdten und 4 Elementierungsverfeinerungen sind jeweils die
kumulativen Verteilungsfunktionen aus ,vielen Rechnungen“ (aus der Graphik geschétzt: je-
weils einige 100) dargestellt. Hierfiir wurden allerdings auch 36 parallel geschaltete Rechner
verwendet. In [5] findet sich eine systematische Untersuchung an Matrixeinschliissen (paral-
lele Fasern in einer Matrix, belastet senkrecht zur Faserrichtung). Hier werden die relativen
Festigkeiten von Matrix und Einschliissen in einem betrachteten Fenster und die Fenstergro-
fse selbst (relative Einschlufsgrofte) variiert und die Konsequenzen fiir die Systemantwort in
Abhéngigkeit von dieser Variation untersucht.

1.2 Ziel und Inhalt dieser Arbeit

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Einflufl statistisch streuender lokaler Versagensgrenz-
werte auf die individuelle und kollektive makroskopische Probenantwort einachsig belaste-
ter Mikroflachzugproben heterogener, quasi-sproder kristalliner Werkstoffe. Zugrundeliegende
experimentelle Beobachtungen quasi-sprod versagender intermetallischer Titanaluminde wur-
den von Wittkowsky und Wiesand-Valk an Einrichtungen der GKSS gemacht und in [83-85]
beschrieben. Die Beobachtungen befinden sich in Einklang mit an anderen quasi-spréden Ma-
terialien gemachten Beobachtungen und werden in Kapitel 2 dieser Arbeit kurz referiert und
mit Beobachtungen an anderen quasi-sproden Materialien verglichen. Die vorliegende Arbeit
baut auf diesen Beobachtungen auf und ist rein numerischer Natur mit dem Ziel, eine Vor-
stellung dafiir zu entwickeln, inwieweit sich reales, hauptsichlich aus der Heterogenitéit des
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Gefiiges resultierendes Materialverhalten mit einfachen Modellen wiedergeben lafst. Erstmalig
wird dabei der Einfluft der mikrostrukturellen Unordnung auf die makroskopische Antwort von
Zugproben hinsichtlich Bruchspannung und -schidigung systematisch modellhaft mittels einer
Finite-Elemente-Diskretisierung untersucht. Dabei werden die mit der Unordnung verkniipften
statistischen Effekte der makroskopischen Antworten, wie Streung und Probengrofieneffekt,
qualitativ in Korrelation zur Verteilung und Streuung der lokalen Gefiigeeigenschaften erfafst
und systematisch untersucht und die Ergebnisse wieder in Form kumulativer Verteilungen
dargestellt.

Zur experimentellen Untersuchung des statistischen Verhaltens wurden mehrere Proben einer
Probenserie verwendet, die in gleicher Orientierung und Gréfse aus einer Charge des jeweili-
gen Versuchsmaterials gewonnen wurden. Fiir das Modell werden solche Probenserien dadurch
gewonnen, daft mehrmals nacheinander Proben generiert werden, deren Unterschied einzig in
der zufillig gewonnenen Realisierung der Elementeigenschaften besteht, fiir die eine statisti-
sche Grundverteilung definiert ist. Die Grundverteilung bleibt dabei konstant. Diese Proben
werden als ,nominell gleiche Proben‘ bezeichnet.

Zur Untersuchung der Probengrofieneffekte wurden fiir die Experimente unterschiedlich grofie
Proben dhnlicher Geometrie in gleicher Orientierung aus einer Materialcharge gewonnen. Fiir
Modellanalysen werden dazu Modellproben unterschiedlicher Gréfse aber gleicher Mikrostruk-
tur generiert. Dabei verdndern sich die &dufteren Probenabmessungen und dementsprechend
die Anzahl der die Probe bestimmenden Elemente gleichbleibender Eigenschaften, Form und
Grofse. Wie bei nominell gleichen Proben wird dabei wiederum die Grundverteilung fiir die
Elementeigenschaften konstant gehalten, wihrend die zuféllig gewonnene Realisierung der sta-
tistisch zu bestimmenden Eigenschaften variiert.

Die experimentell beobachteten Probengrofieneffekte bestehen zumeist in einer Verdnderung
des Mittelwerts und der Streuung makroskopischer Bruchspannungen bei Verédnderung der
Probengréfe unter Beibehaltung einer dhnlichen Geometrie?. Im Modell lassen sich weitere
probengrofsenabhingige Effekte beschreiben, wie etwa die Verdnderung der mittleren Bruch-
schddigung und ihrer Streuung, die experimentell nicht unmittelbar zu beobachten sind.

Die Mikrostruktur einiger Titanaluminde weist eine relativ grobe Kornstruktur auf, so dafs
zur Modellierung des Materialverhaltens ein lokaler Ansatz (Typ 2, s.o0.) zur Beschreibung
des Materialverhaltens erforderlich ist. Dabei werden die Korner des Gefiiges als kleinste
Materialeinheiten angesehen, die noch homogenisiertes Materialverhalten zulassen und ihrer-
seits gentigend individuelle Eigenschaften fiir das Entstehen eines Mikrorisses besitzen. Die
Unterschiede zwischen den einzelnen Koérnern in Bezug auf ihre Gréfse, Orientierung, Form
und mechanischen Eigenschaften werden dabei durch die Variation ihrer individuellen Last-
Verformungsbeziehung beriicksichtigt.

Ein erster Ansatz zur Modellierung des Probenverhaltens bei einachsiger Zugbelastung wurde
in [83] durch Anwendung des Biindelkettenmodells unternommen, wobei die Skalierung des
Modells auf die Materialgeometrie durch Definition einer Faserdimension beziiglich der Korn-
groken des Werkstoffs vorgenommen wurde. Die Variation des Kornverhaltens wurde dabei
durch eine Variation der elastischen Grenznormalspannung realisiert, die als WEIBULL-verteilt
angenommen wurde. Es konnte dabei gezeigt werden, dafs das individuelle Probenverhalten
durch den statistischen Ansatz im allgemeinen gut wiedergegeben werden kann, Aspekte des
kollektiven Probenverhaltens aber tendenziell verfalscht wurden. So ergaben die Simulationen
bei optimiert angepafiten Modellparametern zu hohe Mikrorifdichten, zu schmale Streubén-

4In dieser Arbeit wird mitunter ein ProbengréReneffekt als ,positiv* (bzw. ,negativ®) bezeichnet, wenn der
Mittelwert der Bezugsgrofe bei zunehmender Probengrofe ebenfalls zunimmt (bzw. abnimmt).
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der und teilweise die falsche Tendenz des Probengrofeneffekts. Als eine wesentliche Ursache
wurde die Steifheit des Faserbiindelmodells angenommen. Durch Einfiihrung einer als local-
load-sharing-Regel bekannten unterschiedlichen Verteilung der verbliebenen Faserlasten nach
Bruch einzelner Fasern lieffen sich deutliche Verbesserungen bei der Wiedergabe des Pro-
benverhaltens in Bezug auf die experimentellen Beobachtungen erzielen. Dabei wurde diese
Lastumverteilung phanomenologisch nach dem Gesichtspunkt lokaler Rifsspitzenfelder dem
Modellsystem kiinstlich eingefiigt. Einerseits verlaft damit das Modellsystem die mikrome-
chanische Kontinuumsanalogie, indem der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung
der Fasern aufgehoben wird, und das Modellsystem zum rein statistischen Modell degradiert,
und zum anderen werden weiterhin nur Spannungsfelder innerhalb von Biindelschichten be-
riicksichtigt, wihrend die Biindel der Biindelkette nach wie vor nur durch die kumulative
Biindelkraft der Fasern miteinander in Beziehung stehen, und lokale Mehr- und Minderbela-
stungen sich nicht iiber die Biindelgrenzen hinaus auswirken.

Die vorliegende Arbeit befafst sich mit der Bewertung einfacher statistischer Verfahren zur Be-
schreibung des Probenverhaltens heterogener kristalliner Werkstoffe. Dabei sollen zwei Fragen
beantwortet werden: Einerseits soll iiberpriift werden, wieweit das kollektive makroskopische
Probenverhalten durch eine ,natiirliche” Lastverteilung bei einer FE-Modellierung von dem
des sehr viel einfacheren und schneller zu berechnenden Biindelkettenmodells abweicht. Zum
anderen soll {iberpriift werden, inwieweit sich das reale, im Experiment beobachtete Pro-
benverhalten mit einem FE-Modell unter Verwendung eines, dem Biindelmodell dhnlichen,
einfachen lokalen Versagenskriteriums wiedergeben léfst. Der lokale Ansatz, das Materialver-
halten durch Variation der Korneigenschaften zu beschreiben, wird dazu iibernommen, wobei
wiederum die Kornfestigkeiten durch eine WEIBULL-Verteilung statistisch variiert werden.
Zur Beriicksichtigung der lokalen Rifsspitzenfelder bei Bruch erfolgt die Diskretisierung der
Probe anstelle von Fasern einer Biindelkette durch isoparametrische Flachenelemente eines
FE-Modells. Hierbei reprasentiert wiederum jedes Element jeweils ein Korn des Kontinuums.
Das Materialgesetz der Elemente wird vereinfachend als isotrop und elastisch—ideal-sprode
angenommen. Dabei erhilt jedes Element eine individuelle Festigkeit in Form einer elasti-
schen Grenznormalspannung, so daf sich bei angenommenem einheitlichen Elastizitatsmodul
lediglich die Grenzdehnungen voneinander unterscheiden. Die Generierung der Grenzwerte
erfolgt mit einer Pseudozufallsvorschrift. In diesem System stellt sich automatisch ein mehr-
achsiger Spannungszustand ein, womit bei lokalem Versagen durch Bruch einzelner Elemente
eine natiirliche Lastverteilung in alle Richtungen des Modellsystems erzielt wird.

Zur Bestimmung des kollektiven Systemverhaltens werden jeweils Ensembles nominell glei-
cher Modellproben, die also jeweils unterschiedliche Stichproben der gleichen Grundverteilung
darstellen, generiert und berechnet. Mit diesen Ensembles von Modellproben, die Ensembles
von Proben einer Versuchsreihe entsprechen, 1afst sich sowohl der mittlere Wert wie auch die
Streubreite und statistische Verteilung der makroskopischen Probenantworten hinreichend er-
mitteln. Die makroskopischen Probenantworten bestehen aus den Probenbruchlasten, den bis
zum Probenbruch akkumulierten Mikrorissen, die, bezogen auf die Probengréfe, in dieser Ar-
beit als Bruchschadigungen bezeichnet werden, und der rdumlichen Verteilung der Mikrorisse.
Die rdumliche Verteilung der Mikrorisse spielt nur bei taillierter Probengeometrie eine Rolle.
Die berechneten Probenantworten lassen sich mit den experimentell ermittelten Probenant-
worten vergleichen, woraus Riickschliisse auf die Giite der primér angewandten Vorschrift zur
Erzeugung der Kornfestigkeiten gezogen werden konnen.

Praktisch ergeben sich bei der Anwendung des Verfahrens einige Schwierigkeiten. Der statisti-
sche Ansatz beruht auf einer Modellbildung, bei der die Zahl der stochastischen Elemente der
Anzahl der Kérner einer Probe entspricht. Dies ist fiir makroskalige Proben bei Verwendung
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von FE-Netzen wegen der begrenzten Rechnerleistung nicht moéglich. Zwei sich ergénzende
Ansitze zur Uberwindung dieser Schwierigkeiten werden in der vorliegenden Arbeit ange-
wendet. Unter Verwendung kleinerer FE-Netze wird das Verhalten kleinerer Proben studiert.
Mit Hilfe geeigneter Transformationen wird dann deren Ensembleverhalten auf das groferer
Proben gleicher Geometrie skaliert. Allerdings sind auch die hier verwendeten ,kleinen Syste-
me” mit einigen Tausend bis iiber einer Million Freiheitsgrade noch recht grof, so dafs hierfiir
ein optimierter FE-Code entwickelt wurde, der ebenfalls in dieser Arbeit vorgestellt wird.
Berechnet werden Mittelwert und Streuung sowohl von nomineller Bruchlast als auch der
Bruchschédigungen fiir verschiedene Probengréfsen und -geometrien. Dabei wird sich iiberra-
schenderweise zeigen, daf sich die kumulative Verteilung der Probenantwort ndherungsweise
durch eine weakest-link-Skalierung transformieren l&ft.

Als weitere Moglichkeit zur Substitution rechenintensiver FE-Modelle wurde versucht, das nu-
merisch erheblich schnellere Biindelkettenmodell durch modifizierte Lastverteilungsvorschrif-
ten so zu verdndern, daf es dem FE-Modell vergleichbare Ergebnisse liefert. Dazu wird in
dieser Arbeit das Modell in seiner bisher in der Literatur vorliegenden Form vorgestellt und
sein Verhalten mit dem FE-Modell verglichen. Eine modifizierte Lastverteilungsvorschrift wird
im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht vorgeschlagen, da sich zeigte, dafs eine Lastverteilungs-
regel im Rahmen des in der Literatur behandelten Biindelkettenmodells keine befriedigende
Losung erbringen kann, sondern auf partikuldre Losungen beschrinkt bleibt. Eine Lastvertei-
lungsvorschrift, die das individuelle Verhalten einer Modellprobe mit dem Biindelkettenmodell
ungefihr so wiedergibt wie sie das FE-Modell wiedergibt, 14t sich nicht auf andere Modell-
proben iibertragen, und eine Lastverteilungsvorschrift, die das mit dem Biindelkettenmodell
berechnete kollektive Verhalten fiir eine vorgegebene Grundverteilung lokaler Bruchfestigkei-
ten anndhernd gut wiedergibt, ist nicht erfolgreich auf andere Grundverteilungen iibertragbar.
Eine zufriedenstellende Losung dieses Problems ist somit nicht trivial. Vermutlich 14t sie sich
erst finden, wenn man sich von der Annahme starrer Schichten, also einer Umverteilung von
Lasten nur innerhalb von Biindelschichten, 16st. Dies wird in dieser Arbeit jedoch nicht mehr
untersucht. (In Kapitel 7.3 wird darauf naher eingegangen.) Dafiir wird ein Aspekt dieser
Modelle genauer untersucht, der in der Literatur zu kurz kommt. Da die vorliegenden Unter-
suchungen zu diesem Modell vor allem den asymptotischen Grenzfall unendlich vieler Fasern
im Blick haben, wird das Verhalten dieses Modells in Hinblick auf mittlere Biindelkettengro-
flen untersucht, also Grofen die einerseits weit jenseits des bisher analytisch Behandelbaren
liegen, andererseits aber auch nicht so grof sind, daf sie mit guter Naherung durch den asym-
ptotischen Grenzfall ersetzbar wéren. Dies ist eine Betrachtungsweise, die offenbar vollig neu
ist und Liicken in der bisherigen Behandlung des Themas aufzeigt.

1.2.1 Aufbau und Gliederung

Die Arbeit besteht aus 4 Teilen und umfafit 10 Kapitel. Teil 1 fithrt in die Fragestellung der
Arbeit ein (Kapitel 1 und 2), im 2. Teil werden die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten
Methoden und Modelle behandelt (Kapitel 3 und 4). Der 3. Teil widmet sich der Darstellung
von Ergebnissen (Kapitel 5 und 6) und im 4. Teil werden die Ergebnisse miteinander und mit
experimentellen Beobachtungen verglichen und bewertet (Kapitel 7-9). In Kapitel 10 sind
farbige Abbildungen zusammengefafst.

Der einfithrende Teil (Kapitel 1) befaft sich mit dem Stand der stochastischen Bruchmodel-
lierung in der Literatur und stellt dann Ziel und Inhalt der vorliegenden Arbeit dar. Der
experimentelle Hintergrund wird in einem weiteren, eigenen Kapitel behandelt (Kapitel 2).

Die Methoden und Modelle teilen sich in grundlegende statistische Verfahren, wie die Erzeu-
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gung pseudozufilliger Zahlen und die Eigenschaften grundlegender statistischer Verteilungen,
soweit sie als Werkzeuge der Modellierung und Auswertung gebraucht werden (Kapitel 3),
und die Darstellung der Modelle selbst (Kapitel 4), wobei Faser- und FE-Modelle getrennt
dargestellt werden.

Eine Untersuchung der Fasermodelle mit einigen neuen Ergebnissen schliefst sich in Kapitel 5
an. Die Ergebnisse der Finite-Elemente-Modellierungen werden im zentralen Kapitel 6 darge-
stellt.

Ein Vergleich der Ergebnisse von Faser- und FE-Modell wird in Kapitel 7 durchgefiihrt, wah-
rend in Kapitel 8 die FE-Ergebnisse mit experimentellen Beobachtungen verglichen werden.
Kapitel 9 versucht eine zusammenfassende Bewertung der erzielten Ergebnisse.

In Kapitel 10 sind alle farbigen Abbildungen zusammengefafst, wobei die Reihenfolge der Ab-
bildungen im wesentlichen ihrer Reihenfolge im Text entspricht. Bei jeder Abbildung ist neben
ihrer Kurzbeschreibung ein Verweis auf die Seite angebracht, von welcher auf die entsprechen-
de Abbildung verwiesen wird.



Kapitel 2

Experimentelle Grundlagen

Zwischen 1995 und 1998 wurden bei der GKSS Zugversuche an Mikroflachzugproben, Abbil-
dungen 2.1 und 2.2, aus spréd brechenden intermetallischen Titanaluminiden durchgefiihrt.
Ziel dieser Untersuchungen war es, den Zusammenhang zwischen der Mikrostruktur des Ma-
terials und dem Probenverhalten zu erhellen. Dabei wurden qualitative Beobachtungen des
Materialverhaltens auf mikrostruktureller Ebene in situ bis direkt vor den Probenbruch fest-
gehalten und durch quantitative MeRauswertungen ergénzt (83, 85|, fiir die zum Teil in der
iibrigen Literatur keine anderen Beispiele vorhanden sind.

Auch wenn die verwendeten Werkstoffe aus einem frithen Entwicklungsstadium fiir praxisrele-
vantere Titanaluminide stammen und daher eine ,abgeschlossene Versuchsreihe darstellen, da
die Materialien nicht mehr hergestellt werden und somit fiir weitere Versuche nicht mehr zur
Verfiigung stehen, haben die Erkenntnisse aus diesen Versuchen diese Arbeit erst ermoglicht
und sollen deshalb hier kurz zusammengefafst werden.

Zu Beginn, in Abschnitt 2.1, werden unterschiedliche Untersuchungen, die an dem Werkstoff
,y-TiAl* vorgenommen wurden, zusammengefafst. Aufgrund seiner grofkornigen Mikrostruk-
tur und wegen der fiir diesen Werkstoff gemessenen Mikrorifiverteilung in Abhéngigkeit von
der Probenspannung eignet sich dieser Werkstoff besonders gut als Referenzmaterial fiir die
in dieser Arbeit vorgestellten Modellierungsansétze. Anschliefsend, in Abschnitt 2.2, werden
Beobachtungen an anderen, sich dhnlich verhaltenden Titanaluminiden kurz zusammengefafst.

Am Schlufs dieses Kapitels werden die Beobachtungen durch vergleichbare Beobachtungen
iiber sprodes Materialverhalten aus der Literatur ergénzt, um zu zeigen, daf sich die aus den
Versuchen an Titanaluminden ergebenden Schlufsfolgerungen nicht allein auf diesen Werkstoff
beschranken.

2.1 Beobachtungen an y-TiAl-Mikroflachzugproben

2.1.1 Werkstoff

Die Zusammensetzung des Werkstoffs (ag+7)-TiAl besteht aus Titan, Aluminium und kleinen
Zusétzen von Chrom und Silizium; seine Kurzbezeichnung wird in [85] mit Ti-47 Al-2 Cr-0.2
Si (At%) angegeben.

Hergestellt wurde der Werkstoff durch Blockgufs mit anschlieffendem 4-stiindigem heif isosta-
tischen Pressen bei 1185°C und einem Druck von 140 MPa. Anschliefend wurde der Werkstoff
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Abbildung 2.1: taillierte Mikroflachzugprobe Abbildung 2.2: Mikroflachzugprobe mit kon-
stantem Querschnitt

Radius 13 mm

2mm \_ lmeﬁ

4mm

Abbildungen nach [83]

bei einer Temperatur von 1220°C und einem jeweiligen Umformgrad von 70% zweifach iso-
therm geschmiedet.

Die Mikrostruktur (Abbildung 2.3) dieses Werkstoffs weist eine ungeordnete Anordnung von
10-20 pm grofien globularen v-Koérnern (dunkel) mit ag-Phase (weifs) in den Kornzwischen-
rdumen auf. Die Ausrichtung der Korner ist zuféllig.

Abbildung 2.3: Mikrostruktur ~-TiAl Abbildung 2.4: Mikrorif in «-TiAl

Abb. aus [83] Vergroferung, Abb. aus [85], Zugrichtung: «—

2.1.2 Durchgefiihrte Versuche

Taillierte Proben nach Abbildung 2.1 wurden auf einem Zugtisch im Rasterelektronenmikro-
skop (REM) quasistatisch mit der Abzugsgeschwindigkeit 0.1 um/s bis zum Bruch belastet.
Aufgezeichnet wurde die Kraft iiber der Verschiebung der Probenaufhdngung. Zur Bestim-
mung der Kraft-Verschiebungskurven der Probenmefsfliche wurden die gemessenen Verschie-
bungsdaten mit Daten aus FEM-Rechnungen korrigiert. Wahrend der Zugversuche wurden
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in-situ die Verformungs- und Versagensvorgénge im REM mit BSE-Mode (riickgestreute Elek-
tronen) beobachtet.

Von einigen Probenhélften wurden post mortem unter dem REM Polaroid-Photos der Ober-
flichen in 2000-3000-facher Vergrofserung mit BSE-Mode, in Zweifelsfallen mit SE-Mode
(Sekundérelektronen-Mode), gemacht. Anhand dieser Bilder wurde die Mikrorifidichte be-
stimmt [83].

2.1.3 Schéadigungsverhalten und Probenbruch

Die in-situ-Beobachtungen von Mikroflachzugproben unter dem REM dienten der Beschrei-
bung des Verformungs- und Schidigungsverhaltens unter uniaxialer Zugbelastung. Hierbei
wurde die Schidigungsentwicklung in Abhéngigkeit von der angelegten Zugkraft beobach-
tet. Die an der Probenaufhdngung gemessene Zugkraft wurde mittels FEM-Rechnungen in
Probenspannungen umgerechnet.

Das Versagen des Materials erfolgt in mehreren Phasen. Zuerst bilden sich bei ca 400 MPa
lokal einzelne Verformungszonen mit Zwillingsbildung, deren Dichte mit zunehmender Pro-
benbelastung ansteigt. Ab etwa 500 MPa bilden sich erste Mikrorisse an Grenzen, an denen
verschieden orientierte Rekristallisationszwillinge aneinanderstofien und an Grenzen von ~y-
Kornern, die auf Verformungszwillinge stofien. Bei nur geringer Spannungserhéhung wachsen
die Mikrorisse auf die Lange von Kornern an, wachsen jedoch nicht in die angrenzenden Kor-
ner hinein. Weitere Laststeigerung fiihrt zunéchst nur zur Bildung weiterer diffus verteilter
Mikrorisse, bevor dann schliefslich bei ca 600 MPa die bereits bestehenden Mikrorisse anfan-
gen, iiber ihre urspriingliche Lange hinauszuwachsen und sich zu verzweigen; bei ca 650 MPa
erreichen einzelne Mikrorisse eine Linge von ca 50 um, also 2-3-fache Korngrofie. Danach
erfolgt das plotzliche Durchreifsen der Probe. Die Orientierung der Mikrorisse ist immer et-
wa senkrecht zur Zugrichtung, ihre Dichte streut sehr stark, wobei ihr Abstand untereinander
allgemein grof genug ist, daf eine Uberlappung ihrer Rikspitzenspannungsfelder selten ist. Ei-
ne positive Korrelation zwischen der Bruchspannung und der Zahl der Mikrorisse wird nicht
beobachtet. Wittkowsky berichtet sogar, dafs die Probe mit der héchsten Bruchspannung die
geringste Anzahl von Mikrorissen aufwies [85]. Diese Aussage 1t sich wegen der geringen
Zahl untersuchter Proben jedoch nicht verallgemeinern.

Die Mikrorisse (vgl. Abbildung 2.4) bleiben aufgrund der Plastifizierung des Materials auch
nach Probenbruch erhalten. Es war dadurch moglich, ihre Lage und Grofe nach dem Proben-
bruch auszumessen.

2.1.4 Mikrorifiverteilungen

Die taillierte Probenform (Abbildung 2.1) eignet sich dazu, das Verformungsverhalten in Ab-
héngigkeit von der Spannung auch post mortem zu untersuchen, weil sich aufgrund der Pro-
benform entlang der Meflénge eine kontinuierliche Spannungssteigerung einstellt und somit
Riickschliisse auf die Spannungsabhéngigkeit der Mikrorifbildung gezogen werden kénnen.
Aufgrund der starken Querschnittsschwéchung in Probenmitte erfolgte der Probenbruch im-
mer in Probenmitte. Nach dem Probenbruch wurden unter dem Rasterelektronenmikroskop
abschnittsweise Photographien der Probenoberfliche in bestimmten Abstédnden zur Rifkante
angefertigt und anschliefend aneinandergeklebt, so daf kontinuierliche, vergroferte REM-
Aufnahmen von 80 pum-breiten Streifen iiber die Gesamtbreite der taillierten Proben zur Ver-
figung standen. Anhand der Bilder wurden die entstandenen Mikrorisse ,yon Hand“ ausge-
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zéhlt und die Summen der Mikroriflangen bezogen auf die Probenoberfliche als Riftdichte in
Abhéngigkeit von der Entfernung zur Bruchkante wiedergegeben [83].

Die gemessenen Werte sind in Tabelle 2.1 zusammengestellt und in Abbildung 10.1 auf Seite
136 graphisch dargestellt. Dabei zeigt sich, dafs bereits im Abstand von ca 2mm von der

Tabelle 2.1: An taillierten Mikroflachzugproben gemessene Rissdichten

Abstand von der Bruchkante, Rissdichte [mm /mm?|

Probe

Abstand [mm] || A B C D
0.2 1.65 | 1.65 | 0.75 2
0.4 1.371
0.6 3.189
0.7 1.25 1 2.7 1.75
1.2 1.7 0.4 1 1.1
1.7 0.45 | 0.277 | 1.15 | 0.277
2.26 0
2.3 0
2.36 0
2.38 0

Bruchkante praktisch keine Mikrorisse mehr zu beobachten sind. Weiterhin zeigt sich innerhalb
des Bereichs, in dem Mikrorisse zu beobachten sind, eine recht geringe Abhéngigkeit der
Mikroriffdichte von der Entfernung zur Bruchkante. Die Zahl der Mikrorisse weist allerdings
starke lokale Fluktuationen auf. Die Bildung von Mikrorissen scheint also nur innerhalb eines
recht geringen Spannungsumfangs moglich zu sein, wobei ihre Haufigkeit dann mehr oder
weniger zuféllig ist. Dies korrespondiert recht gut mit den Beobachtungen, die an Proben
in-situ gemacht wurden.

2.1.5 Makroskopische Bruchspannungen

Tabelle 2.2: Abmessungen und Bruchlasten taillierter Mikroflachzugproben

Dicke, Breite im Kerb [mm/|, Bruchlasten |[N] und Bruchspannungen [MPa]

Probe || Dicke Breite F oBr
1 0.926 1.924 | 1058.54 | 594.1
2 0.937 1.906 | 934.15 | 523.7
3 0.939 1.925 | 968.29 | 535.7
4 0.907 1.899 | 1000.00 | 580.6
5
6
7

0.863 1.916 | 1031.71 | 624.0
0.983 1901 | 1109.76 | 593.9
0.890 1.896 | 1024.39 | 607.1
MW 579.9
SA 37.0
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Die an den taillierten Proben ermittelten Bruchkrifte und die sich aus diesen Werten und den
genauen Probenabmessungen ergebenden Bruchspannungen dieser Proben sind in Tabelle
2.2 wiedergegeben. Da gleichzeitig keine exakten Last-Dehnungskurven aufgenommen werden
konnten, sind in Abbildung 10.3, Seite 137, die gemessenen Kraft-Aufhdngungsverlangerungen
dargestellt.

2.2 Experimentelle Untersuchungen an anderen Titanalumini-
den

An 3 dhnlichen Titanaluminiden wurden Zugversuche mit Mikroflachzugproben konstanten
Querschnitts (z. B. wie in Abbildung 2.2) durchgefiihrt. Ziel dieser Versuche war es, einen
Zusammenhang zwischen mikrorostruktureller Gefiigeunordnung und makroskopischem Ver-
sagensverhalten herzustellen [83].

Zur Erfassung des Probengrofeneffekts wurden von jedem dieser Werkstoffe jeweils zwei un-
terschiedliche Probengréfsen untersucht, wobei das Verhéltnis der Mefkldangen zu ihren Breiten
jeweils gleich 5 war. Die Abmessungen der Proben variierten. Bei zwei der Werkstoffe, TAB
und T'SA, betrug die Probendicke 1 mm, beim dritten Werkstoff, TSA-Blech, betrug die Pro-
bendicke 1.5 mm. Die jeweils kleinen Proben hatten die Mefslange 10 mm bei einer Proben-
breite von 2mm, die grofen Proben von TSA und TSA-Blech betrugen 4 mm x 20 mm, die
von TAB 5mm x 25 mm.

Aufgenommen wurde, wie bei den Proben in Abschnitt 2.1, wiederum die Kraft iiber der
Verldngerung der Probenaufhdngung. Die Zugversuche wurden in normalen Zugapparaturen
durchgefiihrt, wobei die Probenaufhingung der kleinen Proben iiber gehéirtete Stahlstifte
unter den Probenschultern, bei den grofen Proben iiber Einspannungen durch Spannbacken
vorgenommen wurde. Alle Proben wurden mit einer Verformungsgeschwindigkeit von 1072
pro Sekunde bis zum Bruch belastet. Alle Proben brachen senkrecht zur Zugrichtung durch,
wobei der Ort innerhalb der Meflédnge zufillig war.

Im folgenden werden die verwendeten Werkstoffe und die Ergebnisse der Zugversuche darge-
stellt.

2.2.1 TAB

Der Werkstoff mit der Kurzbezeichung Ti-47 Al-4(Mn,Cr,Nb,Si,B) (at.%) entstand durch mit
Argon-Gas verdiistes Schmelzpulver der Teilchengrofe 180-500 um, welches bei 1300°C und
200 MPa 2 Stunden isostatisch geprefit wurde.

Das entstandene Gefiige (siche Abbildung 2.5) besteht aus globularen y-Koérnern (grau) in
der grofen Variationsbreite von 1-15 um Durchmesser und 1-5 pm grofsen ao-Kornern (weif)
in den Zwischenrdumen. Die schwarzen Punkte entsprechen Titanboriden oder Lochern, die
bei der Probenpriparation durch herausgefallene Titanboride entstanden. Das Gefiige dhnelt
dem von ~-TiAl, die Korngréfien schwanken aber sehr viel stirker und es liegen mit den
Titanboriden weitere Gefiigebestandteile vor.

Das Verhalten dieses Werkstoffs im Zugversuch ist zu Anfang &hnlich dem von ~-TiAl, d.h.
es bilden sich nach lokalem plastischen Fliefen einzelne, arretierende Mikrorisse. Allerdings
bilden sich die Mikrorisse nicht zwischen den Kérnern und Zwillingen der v-Korner, sondern
vorzugsweise an den Grenzen zwischen - und as-Koérnern oder auch durch die aa-Ko6rner hin-
durch, wobei ihre Lénge der Grofie von ao-Kérnern entspricht, womit die Mikrorisse deutlich
kiirzer sind als die bei v-TiAl



16 KAPITEL 2. EXPERIMENTELLE GRUNDLAGEN

Abbildung 2.5: Mikrostruktur TAB Abbildung 2.6: Liidersband

I—' 10 um TAB ——5mm
Abb. aus [83] Abb. aus [83], Zugrichtung: «——

Die makroskopischen Verformungskurven zeigen einen ausgeprigten Streckgrenzeneffekt (vgl.
Abbildung 10.4 auf S. 137), der mit der Ausbildung eines Liidersbandes (siche Abbildung 2.6)
an der Probenoberfliche einhergeht und dessen Ausdehnung durch das Brechen der Probe
beendet wird. Der Bruch erfolgt stets unter 90° zur Probenachse und liegt vollstdndig innerhalb
des Liidersbands. Die Querschnittsschwichung durch das Liidersband macht ca. 3-4% aus,
wihrend seine Lange im Mittel sowohl bei den kleinen wie auch bei den grofen Proben 20%
der Probenmeflange ausmacht. Allerdings schwankt diese Lange und wurde umso grofser, je
grofler der Streckgrenzenbereich vor dem Probenbruch anwéchst, d. h. je langer das Plateau in
der Kraft-Verlingerungskurve wurde, desto grofer wurde die Langsausdehnung des im Winkel
von ca. 45° eingeschniirten Probenbereichs.

Die makroskopischen Bruchspannungen der kleinen Proben betrugen im Mittel 597 MPa und
die der grofsen 609 MPa. Die Extremwerte der Bruchspannungen betrugen 584 und 637 MPa
bei den kleineren und 598 und 625 MPa bei den grofieren Proben. Die errechneten Standardab-
weichungen betrugen 11.3 und 8.5 MPa. Alle angegebenen Spannungen entsprechen der Kraft
bezogen auf die verformte Bruchfléache.

An drei der kleinen Proben wurden aufserdem das Auftreten von Mikrorissen unter dem REM
post mortem untersucht. Dabei stellte sich heraus, dafs Mikrorisse nur im Bereich der Quer-
schnittsschwiachung des Liidersbandes vorhanden waren. Aus der Gesamtlinge der Mikro-
risse ergab sich bei allen untersuchten Proben recht konstant eine Mikroriffdichte von etwa
2mm/mm? im untersuchten Bereich.

2.2.2 TSA

Dieser Werkstoff mit der Kurzbezeichung Ti-23.5 Al-5.5 Si-10 Nb (at.%) wurde, dhnlich wie
TAB, pulvermetallurgisch hergestellt. Dazu wurde das Legierungspulver 4 Stunden bei 1000°C
und 200 MPa isostatisch geprefst.

Das Gefiige dieses Werkstoffs (sieche Abbildung 2.7) besitzt aber eine vollig andere Struktur:
In einer Matrix aus ag-(Ti,Nb)3(AlSi) befindet sich ein zusammenhéngendes Netzwerk einer
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Abbildung 2.7: Mikrostruktur TSA Abbildung 2.8: Bruchfliche von TSA mit Pore

&-Silizidphase. Eine deutlich abgegrenzte Kornstruktur wie bei «-TiAl und TAB ist dabei
nicht vorhanden.

Im Zugversuch bricht das Material direkt aus dem elastischen Bereich heraus (vgl. Abbildung
10.5 auf S. 137), ohne daf vor dem Bruch im REM Mikrorifbildung beobachtbar wére. Auch
post mortem lassen sich keine Hinweise auf Mikrorifsbildung finden. Genauere Untersuchungen
der Bruchflichen zeigten, daft der Bruch dieses Werkstoffs von im Werkstoff vorhandenen
Poren ausgeht, ohne daft der einmal initiierte Rifs dann noch einmal zum Stillstand kdme. In
Abbildung 2.8 ist eine solche riftauslésende Pore auf der Bruchfléche zu sehen.

Die Bruchspannungen der Proben liegen im Mittel hoher als bei 4-TiAl und TAB, weisen aber
eine wesentlich héhere Streuung auf. Die kleineren Proben brachen im Mittel bei 652 MPa,
wobei Werte zwischen 493 und 814 MPa gemessen wurden, die Bruchspannung der grofieren
Proben betrug im Mittel 610 MPa bei fast gleicher minimaler Versagensgrenze von 499 MPa,
wahrend die hochste bei den grofsen Proben gemessene Last nur 694 MPa betrug. Die Stan-
dardabweichungen der Bruchspannungen ergeben 93.4 und 52.7 MPa.

2.2.3 TSA-Blech

Das Ausgangsmaterial dieses Werkstoffs ist das zuvor behandelte TSA, das bei 1200°C auf
1.5mm Dicke ausgewalzt wurde.

Durch den Walzprozeft werden die £-Silizid-Netzwerke zerbrochen und zu globularen Teilchen
von etwa 2 pm Durchmesser verformt (siehe Abbildung 2.9). Diese bilden dabei haufig Ketten
oder Cluster von Teilchen, wobei aber keine Vorzugsrichtung aus dem Walzprozefs erkennbar
ist.

Im Zugversuch zeigte sich im gewalzten Material eine ausgedehnte Phase der Mikroriftbil-
dung, die mit einer plastischen Deformation der Proben einhergeht. Beispiele der gemessenen
Last-Verformungskurven dieses Werkstoffs sind in Abbildung 10.6, Seite 137, zu sehen. Die
Mikrorisse entstehen hier an den Grenzen der globularen Einschliisse zur Matrix, wodurch die
Léange der Mikrorisse, bedingt durch die Lénge der Ketten aneinandergereihter Einschliisse,
stark schwankt. In Abbildung 2.10 sind einige solcher Mikrorisse zu sehen.
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Abbildung 2.9: Mikrostruktur TSA-Blech ~ Abbildung 2.10: TSA-Blech mit Mikrorissen

Abb. aus [82] Abb. aus [82], Zugrichtung: «——

Die Bruchspannungen dieses Werkstoffs liegen deutlich héher als die bei den zuvor behandel-
ten Werkstoffen. Im Mittel brachen die kleinen Proben bei 833 MPa, die grofen Proben bei
820 MPa, wobei die Streuungen sehr viel geringer sind, als beim nicht gewalzten TAB. Die
Mindestbruchspannungen der kleinen Proben lag bei 735, der grofsen bei 800 MPa, wahrend
die maximal gemessenen Bruchspannungen bei den kleinen 898 und bei den groften Proben bei
836 MPa lagen. Die Standardabweichungen fiir die Bruchspannungen ergaben sich zu 51 MPa
und 14 MPa.

Auch bei diesem Werkstoff wurden post mortem drei Proben unter dem REM auf Mikro-
risse untersucht. Dabei zeigte sich, daf die Mikrorikdichte von Probe zu Probe recht stark
schwankte. Die an den einzelnen Proben gemessenen Mikroriffidichten betragen 7.8, 10.0 und
14.5 mm/mm?.

2.2.4 Interpretationen

In Tabelle 2.3 sind die wichtigsten Eigenschaften der untersuchten TiAl-Werkstoffe und die
wichtigsten Ergebnisse von TiAl-Zugversuchen an Proben dieser Werkstoffe zusammengefafst.
Dabei wird deutlich, dafs das Entstehen einzelner, arretierender Mikrorisse mit der Korn- und
Ausscheidungsstruktur verkniipft ist. Dabei entspricht die Lange der Mikrorisse der Grofse
der Korner, an denen sie entstehen. Wahrend der einzige Werkstoff, der keine riffbildenden
Koérner bzw. Einschliisse aufweist, direkt aus dem elastischen Regime heraus bricht, zeigen die
Werkstoffe mit Mikroriffbildung einen Anteil plastischer Verformung vor dem Versagen.

Die Streuung der Bruchfestigkeiten ist fiir den Werkstoff ohne Mikrorifsbildung und ohne
Duktilitdt mit Abstand am grofiten. Bei den mikrorifsbildenden Werkstoffen kann aber keine
Korrelation zwischen der Mikrorifidichte und der Streuung der Bruchspannung festgestellt
werden. Wéhrend die Streuung der Bruchspannung bei v-TiAl etwa genauso grofé ist, wie bei
den kleinen Proben aus TSA-Blech, ist die Mikrorifsdichte des Blechs beim Probenversagen
etwa fiinfmal so hoch, wie bei den y-TiAl-Proben. Die Mikroriftdichte der TAB-Proben ist
hingegen wiederum vergleichbar der der +-TiAl-Proben, die Streuung der Bruchfestigkeiten
ist jedoch bei TAB deutlich geringer als bei y-TiAl.
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Tabelle 2.3: 4 TiAl-Werkstoffe, Eigenschaften und Ergebnisse der Zugversuche

Material H ~-TiAl ‘ TAB ‘ TSA ‘ TSA-Blech
Struktur v-Korner ~- und ap- &-Netzwerk &-Silizide
Korner in Matrix in Matrix
Korngrofe [pum] 20 1-15u. 1-5 — 2
Mikrorisse ja ja nein ja
Mikrorifidichte [ 7] || etwa 2l | 2ff — 10111
Probendicke [mm)| 1 1 1 1.5
Probengrofe [mm2] Min: 2x10 | 2x10 5x25 | 2x10 4x20 | 2x10 4x20
Anzahl Proben 7 16 24 17 18 8 7
Bruchspannungen
MW [MPa| (=100%) 580 597 609 652 610 833 820
SA, abs |[MPal] 37 11 9 93 53 51 14
SA, % von MW |%] 6 2 1 14 9 6 2
Min, abs [MPa| 524 584 598 493 499 735 800
Min, % von MW [%)] 90 98 98 76 82 88 98
Max, abs [MPa| 624 637 625 814 694 898 836
Max, % von MW [%] 108 107 103 125 114 108 102
T Tt it

an der schmalsten Stelle im Bereich des Liidersbands starke Variation

Deutlich festzustellen ist dagegen bei allen Werkstoffen, bei denen zwei Probengrofen mit je-
weils dhnlicher Gometrie untersucht wurden, daf die Streuung der Bruchspannungen bei den
groferen Proben geringer ist, als bei den jeweils kleineren Proben. Bei den TSA-Werkstoffen
nimmt auferdem die mittlere nominelle Probenspannung bei Probenbruch ab, wenn die Pro-
ben grofer werden. Die maximal gemessene Probenbruchspannung nimmt bei diesen beiden
Werkstoffen sehr stark ab, wiahren die kleinste gemessene Probenbruchspannung gleichzeitig
zunimmt, wenn die Proben grofer werden. Bei den Proben aus TAB nimmt ebenfalls die
minimal gemessene Probenspannung zu und die maximal gemessene ab, wenn die Proben
grofker werden, da aber die Streuung der Bruchspannungen recht gering ist, weichen die ab-
solut gemessenen Werte nur wenig voneinander ab. Dabei entsteht ein geringfiigig positiver
Grofseneffekt, d. h. die mittlere Probenbruchspannung ist bei den gréfieren Proben etwas ho-
her (um 2%) als bei den kleineren Proben. Wegen der geringen Streuung und der kleinen
Datenmenge kann dies aber durchaus auch ein zufélliges Ergebnis sein und ein gleichermaifsen
geringer negativer Probengrofseneffekt wére bei einer anderen Stichprobe ebenfalls denkbar.

2.3 Beobachtungen zum Versagen anderer heterogener sproder
Werkstoffe

Die in Abschnitt 2.2.4 zusammengefakten Beobachtungen stimmen recht gut mit Beobach-
tungen iiberein, die an anderen sproden Werkstoffen gemacht wurden.

Chermant [17] beschreibt den Einfluf von Inhomogenitédten auf das Bruchverhalten von Ke-
ramiken. Dabei spielt das Vorhandensein einer zweiten Phase als Ursprung von Rifinitiierung
eine wichtige Rolle, da diese oftmals der Ausgangspunkt des Materialversagens ist. Liegt aber
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eine zweite Phase nicht vor, werden Risse im allgemeinen an Poren oder anderen Defekten
initiiert. Die kritische Grofse dieser Defekte, bei der also katastrophales Versagen eintritt,
kann die Korngrofe des mittleren Keramikkorns erreichen oder sogar grofer sein. Die ma-
kroskopische Bruchspannung von Proben hingt dabei deutlich von der Grofe der Poren oder
Einschliisse ab: je grofer diese sind, desto geringer ist die nominelle Spannung, bei der die
Probe bricht. Die Abhéngigkeit der Probenbruchspannung von der Grofe der Koérner und
der Porositat wird auch bei anderen spréod brechenden Materialien, wie etwa Sandstein und
Beton, beschrieben [4].

Mikrorifbildung bei Probenspannungen, die deutlich unter den Spannungen liegen, bei denen
katastophales Probenversagen eintritt, ist ein Phinomen, welches bei vielen heterogenen Werk-
stoffen beobachtet wird. In Beton etwa treten Mikrorisse bereits bei geringen Spannungen auf
[2]. In Metall-Matrix-Kompositen, die aus kurzen metallischen Fasern oder Partikeln in einer
nichtmetallischen Matrix bestehen, entstehen Mikrorisse an den Faserspitzen in der Matrix,
bilden Hohlrdume und vereinigen sich, bevor der makroskopische Rif zum Probenversagen
fithrt [7]. Diese Mikrorisse sind fiir sich duktil innerhalb der Matrix, wiahrend das Material
auf der Makroebene sprodes Verhalten zeigt. Auch hierbei ist der Bruchprozess stark durch
die Verteilung, Orientierung, Gréfe und den gegenseitigen Abstdnden der Armierungspartikel
beeinflufst.

Probengrofieneffekte sind typisch fiir sprode Werkstoffe. Im einfachsten Fall ergibt sich dieser
Probengrofeneffekt aus der von Weibull [81] entwickelten weakest-link-Vorstellung, die zu der
Volumenabhéngigkeit der Bruchspannung

J(Vl) B E 1/m
a(Va) <V1> 21)

fithrt. Gl. (2.1) verkniipft die Bruchspannungen o (V) und o(V2) zweier Volumina V; und V3
miteinander; m ist dabei der vom Material abhéngige WEIBULL-Parameter. Danach ergibt
sich also eine umso geringere Bruchspannung, je grofer das Volumen eines Priifkorpers ist.
Die physikalische Vorstellung dahinter ist, daf die Wahrscheinlichkeit, irgendwo im Korper
eine kritische Bedingung fiir das Versagen vorzufinden, umso grofser ist, je grofer der be-
trachtete Bereich ist. Bazant [10] merkt dazu an, daf der Grofeneffekt vom WEIBULLtyp
nur fiir rein sprode Werkstoffe gilt, die bei Rikinitiierung sofort versagen. Mikrorifentstehung
vor Erreichen des Probenlastmaximums verursacht einen weiteren Grofeneffekt, der aber we-
gen des Zusammenwirkens vieler statistisch verteilter Schiadigungen komplexer ist, als der
durch genau ein weakest-link verursachte Grofeneffekt vom WEIBULL-Typ (siehe dazu auch
die oben dargestellten an Titanaluminiden beobachteten Grofeneffekte). Dak auch in diesem
Fall der beobachtete Grofeneffekt auf einen statistisch begriindeten weakest-link-Mechanismus
zuriickzufiihren ist, wird spater im Rahmen dieser Arbeit gezeigt. Allerdings ist hier das ,,wea-
kest link* nicht eine eindeutig lokalisierbare Stelle im Werkstoff, sondern eine Struktur von
statistisch verteilten schwachen Stellen, nach deren Versagen die Probe auch makroskopisch
versagt.

Rossi [59], (siche auch [2]|) zeigt den Einfluf der Probengréfe bei Beton bei gleichméfiger
Feuchtigkeit und Temperatur an unterschiedlich grofen Priifzylindern mit gleichen Geome-
trieverhéltnissen, indem er die gemessenen Versagenshaufigkeiten eines Ensembles von Proben
fiir jede Probengrofe in Abhéngigkeit von der Zugspannung darstellt. Dabei wurden je 100
Priifkérper mit den Durchmessern 89, 112 und 160 mm und konstantem Lange:Durchmesser-
Verhiltnis von 2 auf Zug belastet. Dabei zeigt sich deutlich, daff die Versagenszugspannungen
umso kleiner sind, je grofer das Priifkorpervolumen ausfillt. Es ergaben sich dabei mittlere
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Bruchspannungen von 2.96, 2.75 und 2.52 MPa, wobei sich die Standardabweichungen dieser
Proben von 0.12 auf 0.09 bis auf 0.08 MPa verringerten. Als Faustformel fiir den Probengro-
fseneffekt fand er die Beziehung

op = 21.95V 0142 (2.2)
op = 11.46 70218 (2.3)

fiir die mittlere Zugspannung, &g, und deren Standardabweichung, ¢ g, bei Raumtemperatur
heraus. V ist dabei das Priifkorpervolumen.

Die in GI. (2.2) angegebene Abhéngigkeit der mittleren Bruchspannung vom Volumen be-
schreibt die beobachtete Volumenabhéngigkeit phidnomenologisch. Mathematisch entspricht
dabei Gl. (2.2) der WEIBULL-Beziehung Gl. (2.1). Wiirden die Betonzylinder aber nach dem
weakest-link-Mechanismus versagen, miifste auch die Streuung, ¢p, die gleiche Volumenab-
héngigkeit aufweisen, wie die Bruchspannung 6. Da dies aber nicht der Fall ist, ergibt sich
daraus ein Hinweis, daft der beobachtete Versagensmechanismus nicht dem einfachen weakest-
link-Mechanismus vom WEIBULLtyp Gl. (2.1) entspricht.






Kapitel 3

Statistische Verteilungen

Statistische Verteilungen sind ein zentrales Thema in dieser Arbeit. Einerseits werden diskrete
Stichprobenwerte, die einer bestimmten Grundverteilung entsprechen, als Eingabewerte beno-
tigt, andererseits werden Ergebnisse nominell gleicher Modellproben, also von Modellproben,
die sich nur durch ihre individuellen Festigkeitseigenschaften ihrer Elemente unterscheiden,
diese Festigkeiten aber der selben Grundverteilung entstammen, wiederum unter dem Aspekt
ihrer Verteilung betrachtet.

Als Grundlage dieser Uberlegungen dienen analytisch beschriebene Verteilungen, die in Ab-
schnitt 3.1 gezeigt werden. Die Darstellung diskreter Stichprobenwerte einer unbekannten
Verteilung wird in Abschnitt 3.2 gezeigt. In Abschnitt 3.3 wird die Methode beschrieben
und bewertet mit der gleichverteilte zufillige Ereignisse generiert werden. Mit diesen kénnen
Zufallswerte, die als Stichprobenwerte einer bestimmten Grundverteilung dienen, bestimmt
werden. Wie aus gleichverteilten Zufallswerten Zufallswerte einer nichtgleichverteilten Grund-
verteilung bestimmt werden, und welche Grundverteilung in dieser Arbeit verwendet wird ist
in Abschnitt 3.4 gezeigt.

3.1 Analytische Verteilungsfunktionen

In dieser Arbeit werden drei Verteilungen hdufig benutzt. Dies sind die Gleichverteilung, die
Normalverteilung und die WEIBULLverteilung. Thre wichtigsten Eigenschaften sollen hier kurz
dargestellt werden.

3.1.1 Gleichverteilung

Wenn jeder Wert z einer stetigen Zufallsgrofe X in einem Intervall [z, z,] mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit gezogen wird, spricht man von einer Gleichverteilung.

Die Dichtefunktion f(x) ist hierbei konstant, wobei die Groke der Konstanten von der Breite
des Intervalls, x, — z,, abhéngt:

fla) = ——. (3.1)

Lo — Ty

Die kumulative Verteilung, F'(z), fiir alle Werte x,, < z < z, ist in diesem Bereich eine Gerade

T — Ty

F(x) = /93 f(z)dx = , (3.2)

Lo — Ty
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wobei F fiir x < x,, null und fiir z > x, eins ist.

Der Mittelwert, &, ist dabei

i::/%xf(x)dx: utle (3.3)
Fiir die Varianz, ¢?, gilt
&= [ 2P s (3.4
= /xo 22 f () de — 2% /Io xf(z) dx + 7° /IO f(z)dx. (3.5)
Wegen
Y H@)de = Flag) — Fla) = 1 (3.6)
kann die Varianz auch mit
o = /x 22 f(z) dz — 52 (3.7)
Ty

geschrieben werden und ergibt fiir die Gleichverteilung, Gl. (3.1), ©? = (z, — 4)?/12.
Die Standardabweichung ist die Wurzel der Varianz, ¢.

3.1.2 Normalverteilung

Die Dichtefunktion einer Normalverteilung hat die allgemeine Form

1 1 /z—7\°
exp |—= , 3.8
oo [ 2 < @ > ] 3
hierbei ist z der Mittelwert und ¢ die Standardabweichung. Die Dichtefunktion ist sym-

metrisch um Z und nach oben und unten unbegrenzt, d.h. € [—o0, +00]. Das Bild einer
Normalverteilung ist die bekannte GAusssche Glockenkurve.

fz) =

Ihre kumulative Verteilung ist fiir alle < oo durch

Flz) = /; 90\}5 exp [—; (x ; x>2] da (3.9)

gegeben.

Die Berechnung des Integrals kann durch die Fehlerfunktion

2 e
erfz = / e tdt (3.10)
v Jo

Flz) = /_; @\}% exp [—; <$ ; f)j dz = % <1 +ert <fp\_/§>> (3.11)

geschrieben und leichter berechnet werden [1].
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3.1.3 Weibull-Verteilung
Einfache Form
In der einfachsten Form lautet die WEIBULL-Verteilungsfunktion
Flz)=1—¢e" (3.12)

mit den Parametern p > 0 und v > 0; sie geht durch den Nullpunkt.
Ihre erste Ableitung, die Dichtefunktion, lautet

f@) = ypaP~te ™ (3.13)
und deren Ableitung

fa=pa? e ™ (p—1—qpaP). (3.14)

Fiir p > 1 wird Gl. (3.13) bei = 0 zu null, womit sich die Verteilungsfunktion Gl. (3.12) im
Nullpunkt asymptotisch an die x-Achse schmiegt, bei Werten von p nahe 1, p=1+4¢, e <« 1,
aber sehr schnell ansteigt, wenn x grofer wird. Fiir p = 1 nimmt Gl. (3.13) bei 2 = 0 wegen
0° = 1 den Wert ~ an, bildet die Verteilungsfunktion also bereits im Nullpunkt einen Winkel
zur x-Achse, und fiir 0 < p < 1 schlieklich beginnt die Verteilungsfunktion unendlich steil.
Abbildungen 10.7 und 10.8 (Seite 138) zeigen den Verlauf der Verteilungsfunktion und ihren
Ableitungen fiir Exponenten p =5 und p = 0.5.

Von praktischer Bedeutung fiir Bruchstatistiken sind WEIBULL-Funktionen mit Exponenten
p > 1. Fiir diese Werte beginnt die Verteilungsfunktion im Nullpunkt asymptotisch mit der x-
Achse, steigt dann deutlich an, um schlieflich wieder flacher asymptotisch gegen 1 zu streben.
Nach oben ist der Definitionsbereich der Funktion unbegrenzt, d.h. F(z) = 1 fir z — oo.

Besondere Punkte dieser Verteilungsfunktionen sind ihr Wendepunkt {x,,, Fyy = F(z)} und
die Steigung am Wendepunkt f,, = f(x,). Leicht zu bestimmen ist auferdem der Schnitt-
punkt der Tangente durch den Wendepunkt mit der x-Achse, x,.

Nullsetzen von Gl. (3.14) ergibt die x-Koordinate des Wendepunkts

v — <H>; | 5.15)

vp

der fiir p > 1 positive Werte annimmt. Der Funktionswert am Wendepunkt berechnet sich
dann zu

1—
Fo=1-¢7 (p>1). (3.16)

Aus dem Funktionswert der Dichtefunktion, Gl. (3.13), an ihrem Maximum, x = x,,, ergibt
sich die Steigung der Verteilungsfunktion an ihrem Wendepunkt

(o1
Jw=(p 1)< o > , (3.17)

womit sich mit

(T — xs) * fu = Fu (3.18)
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der Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse zu

e fp—1\7
g, =2 ¢ ”<p >” (3.19)
p—1 TP

ergibt.

Fiir grofere p und v wird die Kurve jeweils steiler, wahrend sich die Hohe des Wendepunktes
ausschlieflich durch den Exponenten p bestimmt. Fiir p = 3.259 ist F,, = 0.5, grobkere p
ergeben hoher liegende Wendepunkte.

Dreiparametrige Form

Verschiebt man die WEIBULL-Funktion Gl. (3.12) um einen Betrag o, nach rechts, so erhélt
man eine 3-parametrige Form

F(o) =1—exp <— (U ;U“)p> : (3.20)

die fiir alle ¢ < o, zu null gesetzt wird. Ihre Bedeutung liegt in der Aussage, daf es keine
Wahrscheinlichkeit von Werten kleiner o, gibt. Alle fiir die einfache Form gemachten Aussagen
gelten weiter, wenn man x = o — g, setzt.

Damit wird der Wendepunkt (o, Fyy = F(ow)) zu

1
—1 P
Ty =1 <p> " +o, (3.21)
p

Fo =1 — exp (1;3) (p>1)), (3.22)

die Steigung am Wendepunkt f,, zu

e () (5) o (59)

und der Schnittpunkt o5 der Tangente mit der x-Achse zu

p—eXp<%> 1\
" o <p >p Yo (3.24)
p—1 p

Lineardarstellung der Weibull-Verteilung
Der Verlauf einer einfachen WEIBULL-Verteilungsfunktion
F(z) =1 — exp(—~aP) (3.25)

kann als lineare Funktion durch mehrfache Logarithmierung dargestellt werden. Aus Gl. (3.25)
ergibt sich

1
lnlnl_iF(l‘)—ln’y—kplnx. (3.26)
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Setzt man
1
Y=Ihnlnh——— 2
nln — F) (3.27)
X =z (3.28)
B =Invy (3.29)

wird Gl. (3.26) zu

Y = B+pX. (3.30)

Eine 3-parametrige WEIBULL-Verteilung

F(o) =1 exp {— (U ;U“)p} (3.31)

1afit sich zu

1
Inln T=F) =pln(oc —oy) —mIn? (3.32)
umformen. Setzt man nun
1
Y=Inln ——— 3.33
T T R(0) (3:33)
X =1In(o —0y) (3.34)
B=—-phd (3.35)

ergibt sich aus Gl. (3.32) wiederum

Y =B+pX. (3.36)

Es ist deutlich zu sehen, dafs im Fall der 2-parametrigen WEIBULL-Funktion p und B in
Gl. (3.30) unabhéngig wahlbare Parameter sind, die in jedem Fall zu einer Geraden fiihren.
Bei der 3-parametrigen WEIBULL-Verteilung hingegen ist dies nur dann der Fall, wenn X als
primére Variable verstanden wird, nicht aber, wenn die primére Variable o ist, da X nicht
allein von o abhéngt. Die freien Parameter B und p von Gl. (3.36) sind also an die ,richtige*
Wahl von o, in Gl. (3.31) gekoppelt, will man eine Geradendarstellung erreichen. Aufgrund
des Summenausdrucks innerhalb des Logarithmus in X 14ft sich o, auch nicht aus X so
herausziehen, daf es nur noch mit den Bestimmungsparametern 9 und p gekoppelt ist.

3.2 Darstellung diskreter stochastischer Ereignisse

Liegen I Stichprobenwerte x; einer unabhangigen Zufallsvariablen X vor, lafst sich mit diesen
Werten nidherungsweise die kumulative Verteilungsfunktion F'(X) der Dichteverteilung f(X)
dieser Zufallsvariablen darstellen, auch wenn f(X) und F'(X) nicht bekannt sind. Die kumu-
lative Verteilung F' kann, unabhéngig von X, nur Werte zwischen 0 und 1 annehmen und
steigt monoton mit wachsendem X.

Ordnet man die Zufallszahlen x; nach ihrer Grofe, also so, daf z1 < zg --- < xy gilt, und
ordnet man jedem Wert eine wachsende Versagenswahrscheinlichkeit F;(x;) zu, so daf also
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0 < Fi(x1) -+ < Fi(m;) -+ < Fr(zr) < 1 gilt, lassen sich diese Wertepaare, {x;, F;(x;)},
graphisch darstellen.

Die Hauptschwierigkeit besteht darin, einen addquaten ,,Schitzer fiir diese kumulativen Wahr-
scheinlichkeiten zu finden. Im Rahmen dieser Arbeit wird dafiir

Fi(z;) = (i — 0.5)/1 (3.37)

verwendet.

Es muf allerdings angemerkt werden, dafs durch dieses Verfahren keine Verteilungsfunktion
bestimmt wird. Will man mit den Werten eine Verteilungsdichte ermitteln, muf die kumulative
Verteilung abgeleitet werden, was aufgrund der diskreten Werte nur abschnittsweise geschehen
konnte. Diese einzelnen Ableitungswerte streuen aber iiblicherweise zu sehr, als daf man
damit eine Vorstellung der Dichteverteilung erhélt. Zu einer Bestimmung der Dichtefunktion
miifste eine Ausgleichsfunktion bestimmt werden. Da dies im Rahmen dieser Arbeit aber nicht
benotigt wird, wird hier davon abgesehen, die mdgliche Verfahrensweise aufzuzeigen.

3.3 Gleichverteilte Zufallszahlen

Im Rahmen dieser Arbeit ist es notwendig, Werte zu erzeugen, die einer bestimmten Grund-
verteilung entsprechen. Dies wird in zwei aufeinander abgestimmten Schritten erreicht. In
einem ersten Schritt werden gleichverteilte Pseudozufallszahlenreihen im Bereich » € [0, 1]
erzeugt. In einem zweiten Schritt werden dann aus diesen mittels einer geeigneten Vorschrift
die eigentlichen Werte der gewiinschten Verteilung generiert. Die Schnittstelle zwischen den
beiden Schritten wird als binar beschriebene Datei realisiert. Die bindre Form sorgt dafiir, dafs
keine Dezimalstellen verlorengehen und die Dateiform sorgt fiir Transparenz zu Testzwecken.

Fiir die Generierung von stochastisch sauberen Reihen ist es essentiell, daf die zugrundelie-
genden Randomzahlen

1. zufillig erscheinen und sich nicht ab einer gewissen Anzahl von Aufrufen als periodisch
erweisen, und

2. bei beliebiger Menge N im Mittel tatsachlich gleichverteilt generiert werden.

3.3.1 Erzeugung von Zufallszahlen

Mittels der im UNIX-System verfiigbaren Bibliotheksfunktion double drand48(void) wird
eine Pseudozufallszahl zwischen null und eins erzeugt, wobei bei aufeinanderfolgenden Auf-
rufen der Funktion die erzeugte Reihe von Werten den beiden zuvor angegebenen Kriterien
geniigt. Der zugundeliegende Mechanismus wird als linear kongruenter Rekursionsalgorithmus
bezeichnet. Ausgehend von einem beliebigen ersten langen Integer-Wert X; wird ein weiterer
Integerwert nach der Vorschrift

Xp+1 = (X, +¢) mod m (3.38)

berechnet (Vgl. auch [33]). Fiir die Konstanten a, ¢ und m werden nach [25] die Werte
a = bdceece66d1g, ¢ = big und m = 2%® benutzt. £ mod y bezeichnet den Integerrest bei
Division von = durch y. Die Basis 16 zeigt, dafs die Konstanten in hexadezimaler Form angege-
ben sind. Der zuletzt erzeugte Wert X, 1 wird prozefsintern zu einer eventuellen Bestimmung
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von X,4o als 48-Bit-Integerzahl gespeichert, ohne daft der Nutzer sich darum zu kiimmern
braucht.

Um aus dieser langen Ganzzahl zu einem Gleitkommawert zwischen null und eins zu gelangen,
werden die — ggf. hochstwertigen — Bit der erzeugten neuen Zahl X, 1 an die Stelle der Man-
tisse des zu erzeugenden Randomwerts umgespeichert. Bei Gleitkommazahlen im allgemein
iiblichen IEEE-Format besitzt die Mantisse 52 Bit, so dafs weitere Stellen zu besetzen sind.
Dariiber sind in [25] keine Angaben gemacht.

Vor der Erzeugung einer neuen Reihe von Randomwerten muf der Startwert X7 von Gl. (3.38)
generiert werden. Hierzu gibt es die UNIX-Funktion void srand48(long seedval). Dieser
Funktion wird der vom Nutzer vorzugebende lange Integerwert seedval iibergeben. Die 32
Bit dieser Zahl werden an die Stellen der hoéchstwertigen Bit von X; kopiert und die 16
niederwertigeren Bit von X; werden mit der Konstante 331450e16161¢ aufgefiillt.

3.3.2 Reproduzierbarkeit

Aus dem vorgestellten Algorithmus zur Erzeugung von Randomzahlen wird deutlich, dafl bei
mehrfacher Benutzung des gleichen Werts fiir die Variable seedval zur Initialisierung jeweils
identische Reihen von Werten generiert werden. Diese Erkenntnis fithrt zum einen zu einer
niitzlichen Anwendung, mufs aber andererseits beachtet werden, will man Serien von unter-
schiedlichen Randomfolgen erzeugen.

Es ist sinnvoll, die einer Modellrechnung zugrundegelegten Werte einer Grundverteilung zu
speichern. Einerseits konnen dann zusétzliche Tests durchgefiihrt werden, andererseits brau-
chen nicht alle Daten eines Rechenlaufs aufbewahrt zu werden, wenn die Rechnung mit den
gleichen Werten gegebenenfalls wiederholt werden kann. Angesichts der Technik der Gene-
rierung von Randomzahlen geniigt es aber, den Wert zur Initialisierung der Randomreihe
zu speichern, um jederzeit die Folge von Randomzahlen reproduzieren zu kénnen, womit
auch die diskreten Werte der gewéhlten Grundverteilung reproduzierbar sind, wenn nur die
Erzeugungsvorschrift noch bekannt ist. Angesichts der hohen Zahl von Zufallswerten pro Mo-
dellprobe, ergibt sich hieraus der Vorteil, dafs fiir jede Modellprobe nur der Samenwert der
Randomreihe zu speichern ist.

Werden mehrere Modellproben fiir eine Probenserie generiert, wéire es unsinnig, wiirden diese
die gleichen diskreten Werte besitzen. Nach der oben gezeigten Rekursionsvorschrift fiir die
Generierung der Randomzahlen sind die einzelnen Folgen aber auch dann voneinander ver-
schieden, wenn nur darauf geachtet wird, daf nicht mehrmals der gleiche Initialisierungssame
verwandt wird. Die Priifung nach der Bestimmung eines Initialisierungssamens, ob dieser
bereits irgendwann frither im Verlauf der Erzeugung einer Serie von Modellproben benutzt
wurde, ist numerisch leicht moglich.

Bei der Berechnung einer Serie von Modellproben im Zusammenhang mit dieser Arbeit wird
iiblicherweise ein shell-Skript verwendet, das den Ablauf nach folgendem Prinzip steuert:

e crste Probe

— generiere Same

generiere Zufallsreihe

generiere diskrete Grenzwerte der Probe

— berechne Modellprobe
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e nichste Probe
— generiere Same

. USW. ...

Der Same wird hierbei seinerseits generiert. Zur Sicherstellung, dafs die Modellproben unter-
schiedlich generiert werden, braucht somit nur eine Datei mit den generierten Samen erstellt
zu werden — was bereits aus Dokumentationsgriinden erfolgt —, und nach der Erzeugung eines
neuen Samen in dieser Datei gesucht zu werden, ob der Wert bereits vorkommt. In dem Fall
kann er verworfen und durch einen neu generierten ersetzt werden.

3.3.3 Generierung der Samenwerte

Die Automatische Erzeugung der Samen wurde dadurch randomisiert, daf die Datumsfunkti-
on date des Betriebssystem abgefragt wird und aus den Sekunden, Minuten und Stunden der
zuriickgegebenen Aktualzeit ein ganzzahliger Wert aus maximal 10 Dezimalziffern generiert
wird, wobei die erste kleiner als 2 sein mufs. Dies ist die maximal zuléssige Grofe fiir eine lange
Ganzzahl. (Genau: 28" /2= 2.147.493.648 bei 32 Bit.) Die verwendeten Verfahren variierten
hierbei im Lauf der Zeit, wobei eine Variante hier kurz vorgestellt wird.

Die Sekunden, Minuten und Stunden der aktuellen Zeit werden jeweils in Prozent umgerech-
net (z.B. min/0.60) und der gebrochene Anteil wird abgeschnitten, so daf jeder der drei Werte
kleiner als 100 ist und maximal 2 Dezimalziffern belegt. Eine weitere, maximal 3-ziffrige Dezi-
malzahl wird dadurch erzeugt, daf die laufende Nummer des Rechenlaufs (bei Serien) multipli-
katorisch mit einer oder mehreren der anderen Werte verkniipft wird. Diese <9 Ziffern werden
als Zeichenketten aneinandergehéngt. Fine Verdopplung und Addition von 1 ergab in jedem
Fall eine ungerade Zahl, und ihr Ergebnis ist maximal 10-stellig und besitzt bei zehn Stellen
eine 1 als erste Ziffer. Eine so erzeugte Samenreihe ist: 63511177, 1915116251, 1875136265,
3514737, 1235160231, 915172209, 915192217, 9758731, 3582127, 131582339.

Diese Vorschrift stellt einerseits eine geniigend grofse Zahl sicher, um Wiederholungen zu er-
schweren und einen moglichst groffen Zahlenraum abzudecken, stellt aber auch sicher, daft
die Zahl klein genug bleibt, um einen Speicherfehler bei der Ubergabe an das Programm
zu verhindern. Durch Voranstellung der Sekundenwerte bei der Aneinanderreihung wird eine
starke Variation der Samen auch bei kurzen Rechenléufen erreicht. (Die zusétzlich gebilde-
te Zahl unter Verwendung der Nummer des Rechenlaufs erwies sich als notwendig, wenn
Rechenlédufe mit dem Biindelketten-Modell durchgefiihrt werden, da hier teilweise mehrere
Modellrechnungen innerhalb einer Sekunde durchgefiihrt werden konnen.) Andererseits hat
diese Generierungsvorschrift aber den Nachteil, daft kein kontinuierlicher Zahlenraum abge-
deckt wird. Werden beispielsweise die Minutenwerte in Prozentwerte unter Vernachlassigung
der Nachkommastellen verwendet, so fehlen immer die Ziffern 2, 4, 7 und 9 in dieser Reihe!

3.4 Grundverteilungen

In dieser Arbeit werden fiir das Probenmaterial lokale, statistisch streuende Grenzbelastungen
als Maximalspannungen angenommen, welche Versagenskriterien auf mesostruktureller Ebene
darstellen. Diese Grenzfestigkeiten werden als Stichprobe einer Verteilung entnommen, deren
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Verteilungsfunktion als nach unten begrenzte WEIBULL-Verteilung

Plo) =1—exp (— <" - “>p> (3.39)

angenommen wird. Hierbei ist die untere Grenze ¢ = a die Spannung, bei der im Experi-
ment die ersten Mikrorisse auftreten. Die Parameter p und ¢ bestimmen die Verteilungen der
Bruchspannungen der Proben in Abhéngigkeit von der dufteren Belastung und die Mikrorisse
innerhalb der Probe. Durch verschiedene Werte dieser Parameter l&ft sich also ein breites
Spektrum moglichen Probenverhaltens darstellen. Im Prinzip lassen sich also p und ¢ durch
Vergleich mit dem experimentell ermittelten Verhalten bestimmen.

3.4.1 Erzeugung zufilliger Stichprobenwerte

Die Erzeugung der lokalen Bruchspannungswerte erfolgt durch Projektion der gleichverteil-
ter Versagenswahrscheinlichkeitswerte P € [0, 1] auf die zu verwendende Verteilungsfunktion
P(0), d.h. stochastisch erzeugte Einzelereignisse im Bereich x € [0, 1] liefern als Funktions-
wert einen Wert der Umkehrfunktion der kumulativen Verteilungsfunktion. Die gleichverteil-
ten Zufallswerte, die die Versagenswahrscheinlichkeitswerte P représentieren, werden zuvor
pseudozufillig erzeugt, wie es in Abschnitt 3.3 gezeigt wurde,

Die generierten Zufallszahlen r € [0,1] entsprechen den kumulativen Wahrscheinlichkeiten
P(o) aus Gl. (3.39). Zur Erzeugung der zugehorigen Grenzspannungen o wird die Umkehr-
funktion P~1(0) = 0 = a + ¢(—1In(1 — r))? gebildet, wobei d = 1/p ist. Da die WEIBULL-
Funktion nach oben keiner Beschrankung unterliegt, also P(co) < 1 ist, liefert die Umkehr-
funktion fiir Zufallswerte, die nur wenig kleiner als eins sind, praktisch unbeschrinkt hohe
Werte. Es ist deshalb sinnvoll, einen beliebigen, willkiirlichen Grenzwert 1 — ¢ festzulegen,
oberhalb dessen allen Wahrscheinlichkeiten ein endlicher fester Wert zugeordnet wird. Die
lokalen Festigkeiten lassen sich dann durch

> {a +e(=In(1—-1))% r<l-—e (3.40)

a+ c(—1Ing)? r>1—eg,

erzeugen, wobei r € [0, 1] die gleichverteilten Zufallszahlen sind und e < 1 gewéhlt werden
kann.

Da normalerweise das Versagen eines nur geringen Prozentsatzes von schwéchsten Elementen
den makroskopischen Bruch hervorruft, ist es ausreichend, wenn nur die schwéchsten Elemente
der WEIBULL-Verteilung Gl. (3.39) gehorchen, die restlichen Elemente aber eine beliebige
hohere Grenzfestigkeit aufweisen.

Man kann also die WEIBULL-Funktion um die untere Grenze entwickeln und die Exponenti-

alfunktion durch ihren linearen Teil anndhern. Mit
2
Ep— 3 i LR
e —1+1!+2!+ X1l+z (3.41)

kann die WEIBULL-Funktion, Gl. (3.39), durch die Funktion

Plo) ~ (“ — “)p (3.42)

Cc

angenahert ersetzt werden. Fiir kleine Spannungen stimmt diese Approximation sehr gut mit
der WEIBULL-Funktion iiberein (siche Abbildung 3.1).
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Abbildung 3.1: Vergleich WEIBULL-Funktion und Approximation
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Die Vorschrift zur Erzeugung der diskreten Einzelbruchspannungen wird damit zu
oi=a+c-rd (3.43)

vereinfacht. Hierbei sind die r; € [0, 1] wiederum die statistisch gleichverteilten Zufallszahlen
aus Abschnitt 3.3 und a und a + ¢ sind die untere und obere Grenze fiir die Festigkeiten.
Der Parameter d ist wiederum d = 1/p. Zur Normierung der Bruchspannungen auf die un-
tere Grenzspannung, a, wird in Gl. (3.43) die Konstante a herausgezogen, so daf sich die
Verteilungsvorschrift

ai:a(1+§.r§l):a(1+<-r§l) (3.44)

schreiben lafst. ¢ > 0 ist dann ein Maf fiir die Breite der Verteilung der normierten Festigkei-
ten, o/a.



Kapitel 4

Statistische Versagensmodelle

4.1 Fasermodelle

4.1.1 Klassisches Biindel

Werden N Fasern oder Pendelstdbe gleicher Lange, gleichen Querschnitts und gleicher Ma-
terialeigenschaften wie in Abbildung 4.1 skizziert gleichméfig gezogen, stellt sich ein Biin-
delgleichgewicht bei Fp = o7AyN ein, wobei oy die Faserspannungen und Ay die Faser-
querschnitte sind; F'g ist die resultierende Biindelkraft. Brechen jetzt infolge mikroskopischer
Unregelméfigkeiten nacheinander N, Fasern, so stellt sich solange ein Biindelgleichgewicht

FB :UfAf(N—Nb) (41)

ein, bis alle Fasern oder Stidbe zerstort sind und die beiden Biindelteile kinematisch wer-
den. Die Biindelzugkraft durchlduft dabei ein Maximum bei F§, welches die Biindelfestigkeit
genannt wird, bevor sie bei N, = N wieder auf Fg = 0 zuriickfallt.

Abbildung 4.1: klassisches Biindel

0

N Fasern

V

Entsprechen die Spannungen, bei denen die einzelnen Fasern des Biindels reifen, einer Ver-
teilung deren Dichte mit p(oy) gegeben ist, dann ist bei einer Faserspannung afc ein Anteil
von
¢ ¢
P(o$) = /0 ploy) do (1.2)
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der Fasern gerissen. Damit léft sich fiir jeden Faserspannungszustand 0 < oy < U?ax =

P~1(1) die Biindelkraft aus Gl. (4.1)
Fp=0;AN(1— P(oy)) (4.3)
schreiben und die maximale Biindelkraft, F&, ergibt sich dann, wenn of = U} die Bedingung

o [0 (1= Plo)] =0 (44
f

erfullt.

Fiir groRe Biindel, bei denen die Eigenschaften der Fasern als in Ubereinstimmung mit ihren
Erwartungen betrachtet werden konnen, wurde 1944 von H. E. Daniels in [19] gezeigt, dak die
Verteilungsfunktion der Biindelbruchlasten durch eine Normalverteilung mit der Dichtefunk-

1 1 /Fg—Fg\*
wFB) = Jam P _2( “on B)

beschrieben werden kann. Der Mittelwert der Biindelkraft ist dabei der Funktionswert am
Scheitelpunkt

tion

(4.5)

Fp=0%A;N [1—P(c})] = Fp(o}) (4.6)

und die zugehorige Standardabweichung ist nach [19] durch

P(o}) [1 - P(o})]

¢p =0 AfN ~ (4.7)
gegeben. Die kumulative Verteilung der Biindelmaximallasten ergibt sich dann zu
Fp

Wird das Biindel verschiebungsgesteuert gezogen, d.h. die Biindeldehnung wird beim Rif$
einer Faser konstant gehalten, kann das Biindel auch nach Erreichen der Biindelmaximallast
bis zum Rifs der letzten noch ungerissenen Faser weiter gedehnt werden, wobei wegen des
Kraftgleichgewichts die Biindelzugkraft wieder abnimmt. Halt man hingegen die Biindelkraft
beim Rif einer Faser konstant, und nimmt somit Spriinge in der Biindeldehnung beim Rifs
von Fasern inkauf, reifft das Biindel bei Erreichen der maximalen Biindelkraft kaskadenartig
durch, wie es bei Daniels beschrieben ist. Diese Biindelmaximalkraft wird deshalb auch als
Biindelbruchlast bezeichnet.

Um zu einer etwas handlicheren Formulierung zu kommen, werden nun die Kraftausdriicke in
den Formeln (4.5)-(4.8) durch Spannungsausdriicke ersetzt, womit sich Vergleiche verschieden
grofer Biindel direkt angeben lassen.

Die Biindelspannung wird nun definiert, indem die Biindelfliche als N-facher Faserquerschnitt
angesehen wird, also

o5 = Fp/(A;N) = 05(1— P(oy)). (4.9)



4.1. FASERMODELLE 35

Damit ergibt sich die Dichteverteilung der Biindelfestigkeiten, Gl. (4.5), zu

_ 1 1 fop— 0B 2
w(op) = @Bmexp [—2 <SOB> ] (4.10)

mit der mittleren Biindelspannung

5B:FB/(AfN):O'§c [I*P(U;)] . (4.11)

Die zugehorige Standardabweichung ¢p ergibt sich aus der Forderung, daf die kumulativen
Verteilungen gleich sein miissen, Q(og) = Q(Fp),

op Fp
/ w(op)dop = / w(Fp)dFg, (4.12)

—00 —00

zu

op =0 ~ : (4.13)

Die kumulative Verteilung der Biindelspannungen, Q(op), ergibt sich damit zu

7B 1 (O'B — 0'3)2]
Qop) = / exp I:— dop, 4.14
( B) —oco YBV 2m 290% b ( )

die sich unter Anwendung von Gl. (3.10) bzw. Gl. (3.11)

Qo) = % (1 +erf <"£‘;\;‘§B>> (4.15)

schreiben 148t.

Kleine Biindel

Die Verteilung der Bruchlasten des Biindels, wie sie von Daniels angegeben wird, ist eine
asymptotische Losung fiir Biindel mit unendlich vielen Fasern. Fiir sehr kleine Biindel (N <
6) geben Harlow und Phoenix exakte Losungen fir Q(op) in [38] an. Fiir grofere N mit
N < oo hat die exakte Losung allerdings 2V~! Terme [38], wodurch die Berechnung der
Verteilungsfunktion mit wachsender Faseranzahl immer aufwendiger wird. Ab wievielen Fasern
die Losung hinreichend genau durch die asymptotische Losung wiedergegeben wird, wagen
sie nicht abzuschétzen, stellen aber fest, daff das Verhalten von Biindeln bei wachsender
Faseranzahl nur sehr langsam gegen die asymptotische Losung konvergiert.

Lastverteilungsregeln

Bei der bisher gezeigten Darstellung wird die Last, die das Biindel zu tragen hat, auf al-
le ungebrochenen Fasern gleichméfig verteilt. Bei einem Biindel unabhéngiger Fasern, die
an einem Knotenpunkt gefesselt sind, mag diese Vostellung berechtigt sein, wenn man die
Authéingungspunkte unter der idealisierten Annahme betrachtet, dafs diese unverdrehbar sind
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und die Fasern exakt die gleiche Lénge im unbelasteten Zustand und gleiche Ausdehnungs-
koeffizienten besitzen. In [51] wird dies als ,demokratische Lastverteilung” nach globalen Ge-
sichtspunkten oder globale Lastverteilung (GLS — global load sharing) bezeichnet; Smith und
Phoenix sprechen schlicht von gleicher Lastverteilung (ELS — equal load sharing) [73].

Harlow und Phoenix weisen aber darauf hin, daf es einer solchen Lastverteilungsvorschrift
an Realitdtsndhe mangelt und zur Modellierung von Kompositen deshalb ungeeignet ist [38].
Sie schlagen deshalb eine Biindellastverteilung vor, die die Fasern nicht gleichméfig belastet
und insbesondere Fasern, die die Riféfront bereits versagter Faserbereiche darstellen, héher
belastet, als die restlichen Biindelfasern, die noch nicht gebrochen sind. Sie bezeichnen eine
solche Lastverteilungsvorschrift als lokale Lastverteilungsregel (LLS). In diesem Fall ist das
statistische Verhalten des Biindels wesentlich schlechter zu bestimmen, da auch die Anordnung
der Fasern innerhalb des Biindels zu beriicksichtigen ist. Tatséchlich ist das Problem, das
Harlow und Phoenix das ,major historical problem* nennen [41], nach wie vor ungelost.

Auch wenn das statistische Bruchlastverhalten theoretisch nicht gelost wurde, so gibt es trotz-
dem Aussagen iber das relative Verhalten der Biindel untereinander bei wachsender Biin-
delbreite. Harlow und Phoenix vertreten in [38] die Ansicht, daf das Biindelverhalten bei
ungleicher Lastverteilung bei Biindelgrofen N > 9 bei wachsendem N ungeféhr eine weakest-
link-Skalierung Gl. (4.25) (siehe Abschnitt 4.1.2) zeigt. Ein solches Verhalten wird auch von
Pfuff [57] und Curtin [18] fiir Biindel mit rdumlich verteilten Fasern angegeben.

4.1.2 Einfache Kette

Bei einer Kette, Abbildung 4.2, bei der die duftere Kraft durch jeweils ein Kettenglied wei-
tergeleitet wird, ist die maximale Zugkraft so grofs wie ihr schwéchstes Glied tragen kann.
Sind die Kettengliedbelastbarkeiten statistisch verteilt und ist deren Bruchwahrscheinlichkeit
durch die Dichtefunktion p(o) gegeben, fiihrt die Bestimmung der Kettenbelastbarkeit zur
Bestimmung des wahrscheinlichsten Kleinstwertes der Stichprobe.

Eine gute Zusammenfassung der Zusammenhénge zwischen einer gegebenen Grundverteilung
und ihrer Extremwertverteilung fiir verschiedene Verteilungsfunktionen findet sich bei B. Ep-
stein in [29]. Hier sollen nur die fiir diese Arbeit relevanten Beziehungen kurz wiedergegeben
werden.

Ist die Dichtefunktion der Grundverteilung der Kettengliedfestigkeiten mit p(o) gegeben, ist
die Wahrscheinlichkeit eines Kettenglieds bei der Spannung oy noch zu tiberleben durch

1= Ploy) =1 / " p(o)do (4.16)

—00

gegeben. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Uberleben der ganzen Kette bestehend aus M Glie-
dern wird damit durch die Verteilung der Kleinstwerte von M Werte umfassenden Stichproben
beschrieben, d. h.

1—Gulo) = (1= Po)™; (4.17)
die Kettenbruchwahrscheinlichkeit ist damit

Gulo)=1—(1=P(0)", (4.18)
und ihre Verteilungsdichte ergibt sich durch Ableitung nach o zu

gr(0) = Mp(a) (1= P(e))" .

(4.19)
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Der Mittelwert der Kettenbruchfestigkeit, o/, ergibt sich mit

oM = /_OO ogy(o)do (4.20)

zu

ou =0 Gurlo)| - /_Z dot /_Z (1= Py do (4.21)

o0

— o -P)"|"_+ [ (1= P)"do,

—0o0

und wenn p(o) begrenzt, also P(o,,)=0 und P(o,)=1 ist, ergibt sich
Jo
Gy = 0w+ / (1—P(o))Mdo. (4.22)
Ou

Es ist dabei leicht zu sehen, daf (1 — P(c))™ fiir groke M immer schmaler wird und damit
das Integral fiir M — oo gegen null geht, so daft der Mittelwert der Bruchfestigkeit der Kette
gegen den unteren Festigkeitswert der Kettengliedverteilung strebt.

Abbildung 4.2:

und Verteilung der resultierenden Kettenfestigkeiten fiir unter-
einfache Kette

I Abbildung 4.3: Grundverteilung der Kettengliedfestigkeiten
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In Abbildung 4.3 ist dieser weakest-link-FEffekt fiir drei Kettenlangen M =10, 100 und 1000 bei
einer vorgegebenen Grundverteilung fiir die Kettengliedfestigkeiten dargestellt und in Tabelle
4.1 sind die Werte zusammengefakt. Die Grundverteilung P(c) ist fiir dieses Beispiel mit

Plo) = (U — “)2 (4.23)

C

gewahlt, wobei a=400 und c=5a gesetzt wurde. Dargestellt sind die gegebene Grundverteilung
(fette Linie), die theoretischen Kettenbruchwahrscheinlichkeitsfunktionen nach Gl. (4.18) fiir
jede Wahl von M und die Ergebnisse aus je 100 generierten Ketten mit je M Werten fiir die
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Kettenglieder (einzelne Punkte). Dieses Beispiel zeigt, dals der weakest-link-Effekt eine Skalie-
rungsvorschrift ist, die eine recht gute Vorhersage der Spannungsverteilungen fiir verschiedene
Kettenldngen M erlaubt. Allerdings scheinen bei kurzen Ketten die Randbereiche etwas zu
sehr abgerundet (vgl.: M=10).

Tabelle 4.1: Modellketten fiir verschiedene M

c

. gf—a p
Verteilung der Faserbruchspannungen: P(oy) = (f—>
Parameter fiir das Beispiel: a=400, ¢=5a=2000, d=0.5; p=1/d (Ay = 1)

jeweils 100 Modellketten

Kettenlinge M [ 10 | 100 | 1000

max Kettenspannung min von 100 47597 | 408.41 | 406.38
max von 100 || 1711.33 | 959.22 | 532.20
MW 959.28 | 575.70 | 455.40
Standardabweichung 258.28 | 108.74 | 29.93

Eine numerische Auswertung von Gl. (4.22) ergibt die Mittelwerte 6= 940.52 (fir M=10),
576.58 (fiir M=100) und 456.03 (fiir M =1000), womit sich die Standardabweichungen

a+c a+c oc—a 2 M
VK = / o?gy(o)do — 52 = | a? +/ 20 1— < > — g2 (4.24)
a a c

zu = 267.35 (fur M=10), 91.77 (fiir M =100) und 29.28 (fiir M =1000) ergeben, die eben-
falls numerisch berechnet wurden. Auch hier zeigen sich fiir kiirzere Ketten noch deutlichere
Abweichungen zwischen den theoretischen und den versuchsweise ermittelten Werten.

Ist nur die Bruchwahrscheinlichkeitsverteilung einer Kette mit M Gliedern bekannt, so laft
sich durch mehrmalige Anwendung von Gl. (4.18) die Bruchwahrscheinlichkeit einer Kette mit
kM Gliedern durch

(1-Gum)" = (1 - Gru) (4.25)

bestimmen, wobei k ein einfacher skalarer Multiplikator ist. Gl. (4.25) wird im Rahmen dieser
Arbeit als ,,weakest-link-Skalierungsvorschrift“ bezeichnet.

4.1.3 Biindelkette

Ein einfaches Modell, um das makroskopische Verhalten einer Zugprobe in Relation zu stati-
stisch verteilten Einzelfestigkeiten setzen zu kénnen, stellt das Biindelkettenmodell dar. Dieses
Modell ist die Kombination aus einer Kette mit einzelnen Gliedern, die ihrerseits aus Biindeln
bestehen. Die in Abbildung 4.4 dargestellten Querbalken sind dabei eigentlich punktférmige
Knoten, an denen die einzelnen Biindel von Fasern fixiert sind.

Im Rahmen dieses Modells sind die stochastischen Eigenschaften der Mikrostruktur, die in
Kornern und Korngrenzen angenommen werden, in die Fasern der Biindelkette abgebildet.
Die Biindelkette entspricht dabei eher der flach gezeigten Struktur in Abbildung 4.4, wobei
aber aufgrund der urspriinglichen Annahme von Knoten als Verbindungspunkten zwischen
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den Biindelgliedern, die dargestellten Balken als unverdrehbar und bar eigener mechanischer
FEigenschaften, also als undehnbar und unbiegsam, behandelt werden. Aufgrund des spréden
Bruchverhaltens des zu beschreibenden Probenmaterials und der damit einhergehenden ge-
ringen Verformung erscheint dies nicht als allzu grofte Einschrédnkung. Die Anzahl der Fasern
und Schichten ist bei diesem Modell durch die mittlere Korngrofe bestimmt oder genauer
gesagt, durch die Lange und Lage der potentiellen arretierenden Mikrorisse.

Abbildung 4.4: Biindelkette

{p

| |

M Schichten
mit
je N Fasern

| |

v

Das Biindelkettenmodell wird vielfach herangezogen, wenn ein Modell fiir den Einfluft stati-
stisch verteilter Brucheigenschaften auf ein gekoppeltes Gesamtsystem bendtigt wird. Hierfiir
werden besonders Faserverbundstoffe [58], lange Kabel [73| und spréode Komposite [61] be-
nannt. Die Fasernlingen werden oft als ,ineffektive Lénge®, §, [87] bezeichnet, wobei ihre
Eigenschaften fluktuieren. Damit kann auch ihre Festigkeit iiber ihre Lénge als variabel an-
gesehen werden, so daf jede Faser fiir sich nach einen weakest-link-Mechanismus versagt [19].
Damit wiederum wird oft begriindet, warum die Grundverteilung der streuenden Faserfestig-
keiten einer WEIBULL-Verteilung entspricht [40, 52, 58].

In seinen Auspridgungen unterscheidet sich dieses Modell im wesentlichen durch die Behand-
lung der zugrundegelegten Biindeleigenschaften, wobei die zwei grundsétzlichen Teilmodelle
durch die Art der Lastverteilung unterschieden werden kénnen. Das &ltere Teilmodell be-
ruht dabei auf der vereinfachenden Annahme gleichméfliger Verteilung der Lasten auf alle
ungerissenen Fasern. Die neueren Teilmodelle beruhen auf der Annahme lokal in Rifsndhe
konzentrierter Lastspitzen, wofiir sich je nach Anwendung und Vereinfachungsgrad ein breites
Spektrum an Lastverteilungsvorschriften ergibt.

Gleichmifiige Lastverteilung (ELS)

Das hier beschriebene Modell wurde Anfang der 60-er Jahre des letzten Jahrhunderts erstmals
von B. W. Rosen in [58] beschrieben, um das Versagen einer faserverstérkten Matrix statistisch
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zu untersuchen. Dabei wurden Abschnitte der verstirkenden Fasern in Biindeln zusammen-
gefafst und die sie umgebende Matrix bildete als Schubverband die einzelnen Grenzschichten
zwischen diesen Biindeln. Es gelang ihm damit, die Behandlung des Problems auf zwei bereits
untersuchte Prinzipien zuriickzufiihren und mit rein statistischen Mitteln zu beschreiben.

Bei diesem Modell sind die Biindelfestigkeiten op (vgl. 4.1.1) die Festigkeiten der Ketten-
glieder, und die Verteilungsdichte der Kettengliedfestigkeiten ist durch die Verteilungsdichte
der Biindelspannungen bei Biindelbruch, w(op) in Gl. (4.10) (Seite 35), bestimmt. Fiir eine
Biindelkette mit M Biindelabschnitten ergibt sich damit fiir die Spannung des Gesamtsystems
bei Bruch, o = Fpg /N, eine Dichteverteilung

Moe) = Au(op) = Mw(oo) (1 - Qoe)) ™ . (4.26)

Die kumulative Verteilung der Biindelkettenbruchspannungen ergibt sich aus Integration von
Gl. (4.26) tiber die Spannungen o¢ zu

Aoe) = Apr(op) =1 — (1= Q(0c)) ™. (4.27)

An dieser Stelle ist die Erklarung von Rosen etwas irrefithrend, wenn er schreibt, daf oo die
,average fibre stress at composite failure” ist, da diese natiirlich sehr viel grofser ist, wenn
in einem Biindel weniger als N Fasern iiberlebt haben und die gesamte Biindellast allein
zu tragen haben. Bei N, iiberlebenden Fasern in einem der Biindel ist die Faserspannung
dann oy = op - N/N,. Man miifte oc daher genauer als ,mittlere Biindelspannung beim
Systemversagen“ bezeichnen.

Die Verteilung der Biindelbruchlasten Q(op) ist eine Funktion von Faserspannung und Sché-
digung, Q(op) = Qof(1—P(oy)) = 0¢(1—0)), wobei b die Schadigung (N;/N)p des entspre-
chenden Biindels ist. Die Verteilungen der Biindelspannungen (o p) war in Kapitel 4.1.1 nach
Daniels [19] asymptotisch fiir grofe Biindel, N — oo, als normalverteilt mit ihren mittleren
Bruchspannungen, 5, und ihren Standardabweichungen, ¢, beschrieben worden. Gl. (4.27)
wird dann zu

I
- (5R)))

und die Dichteverteilung Gl. (4.26) wird entsprechend zu

e (3 (5) ) B (o)) - o
Xp —_ —(1—erf| ——— . :
sOB 27 ¥B 2 ©BV?2

Als Ungereimtheit fallt allerdings auf, daf die Verteilungsfunktion w(op) eine Normalvertei-
lung ist. Wahrend die einzelnen Fasern aber eine definierte Mindestspannung haben miissen,
bevor sie reiften, 1aft die Normalverteilung, zwar mit geringen Wahrscheinlichkeiten, auch Biin-
delfestigkeiten zu, die geringer sind als die Mindestspannungen der Einzelfasern. Besonders

bei einer analytischen Bestimmung von Mittelwert und Varianz fiir die Biindelkettenbruch-
spannungen

(4.28)

Moc) =

oc = /Uc)\(ac)dac (4.30)

Yo = /U%A(Uc)dac — ¢ (4.31)
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bereitet die Festlegung der Integrationsgrenzen erhebliches Kopfzerbrechen. In der Praxis
mag dies allerdings unerheblich sein, da die Wahrscheinlichkeiten jenseits der Grenzen fiir die
Faserspannungen recht nahe bei null liegen.

Numerische Berechnung des Biindelkettenmodells bei ELS

Wird den Fasern ein einheitlicher Querschnitt, Ay, eine einheitliche Linge im unbelasteten
Zustand, ly, und ein einheitliches elastisches Materialverhalten zugeordnet, lassen sich die
Grundbeziehungen fiir das Biindelgleichgewicht und das Materialgesetz als Beziehung zwi-
schen Spannung und Dehnung

F =N, f (4.32)

und

_Aly_ fr oy
ef_f_AfiE_E (4.33)
schreiben. Hierbei ist fy die Kraft oy Ay einer einzelnen Faser und o ist die Spannung einer
Faser, wenn das ganze Biindel eine dufere Zugkraft F' trigt, wobei N, die Anzahl der restli-
chen, also ungerissenen, Fasern bezeichnet. E ist der Elastizitdtsmodul der Fasern. e ist die
einachsige elastische Faserdehnung als Quotient der Verlingerung, Aly, einer Faser und ihrer
urspriinglichen Léange.

Fiir ein einfaches Biindel ergibt sich aus den Gleichungen (4.32) und (4.33), da® die Verschie-
bung der Probenoberkante, u°, bei gleichzeitigem Festhalten der unteren Probenbegrenzung
identisch mit der Faserverlangerung ist, also

uw=Al=lyey. (4.34)

Bei der Kette aus M Biindeln ist die Verschiebung der Probenoberkante die Summe der
Verlangerungen der einzelnen Schichten m

M M
w =Y Al"=1y> ep. (4.35)
m=1 m=1

Die Gleichgewichtsbedingung, Gl. (4.32), gilt bei der Biindelkette in jeder Schicht und die
Faserdehnung, ey, ist fiir alle Fasern einer Schicht gleich. Wegen der gleichméfigen Kraft-
verteilung auf alle ungebrochenen Fasern eines Biindels brechen die Fasern innerhalb jedes
Biindels in der Reihenfolge ihrer Einzelfestigkeiten.

Die Faserfestigkeiten werden als individuelle Endpunkte auf der elastischen Geraden einer
universellen Spannungs-Dehnungsbeziehung angesehen. Beim erstmaligen Uberschreiten des
individuellen Spannungs- bzw. des zugehorigen Dehnungswerts tragt die Faser keine Kraft
mehr. Die globale Last bzw. Randverschiebung wird in diskreten Laststeigerungsschritten
aufgebracht, so daf diese individuellen Endpunkte nicht iiberschritten werden.

Zu Beginn der Rechnung werden die Fasern fiir jede Biindelschicht gesondert nach ihren
Festigkeiten sortiert, so daf fiir die Grenzfestigkeiten der Fasern im Biindel m der Biindelkette
o <oyt <--- <o} gilt. Mit einem Vektor, NJ*, der die Anzahl der ungebrochenen Fasern
fiir jedes Biindel enthélt, kann die Kraft

F™ = NI"o"A; miti=N—N"+1 (4.36)
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bestimmt werden, bei der die néchste Faser in Biindel m reifst. Fpx = min(F™) gibt dann
die nachste Laststufe an, bei der der Bruch einer weiteren Faser des Gesamtsystems erreicht
wird.

Nach Aufbringen dieser Last sind die Dehnungen jeder Schicht und damit die Gesamtdeh-
nung des Systems und die zugehorigen Spannungen jeder Faser bekannt. Alle Fasern, die ihre
Grenztragfahigkeit erreicht haben, gelten nun als gerissen und tragen danach keine Last mehr.

Bei Verschiebungssteuerung, d. h. gleiche Systemverlidngerung «° vor und nach Bruch, ergibt
sich die neue, geringere Biindelkettenkraft zu
u® A fE
Fpy = =———— 4.37
Z 1/ N, r lO ( )
und bei Kraftsteuerung, d.h. gleiche Systemzugkraft, Fpg, vor und nach Bruch, ergibt sich
die neue, sprunghaft ansteigende Verschiebung des oberen Systemrandes zu

lo 1
o= " Fpr Y — 4.38
YT AR RN, (4.38)

wobei Y 1/N, die Summe der Kehrwerte der ungerissenen Fasern aller Biindelschichten ist.
Die Faserspannungen ergeben sich dann aus Gl. (4.32). Eine Ubersicht der Zustandsinderun-
gen beim Bruch von N, Fasern ist in Tabelle 4.2 vergleichend fiir ein einfaches Biindel und
eine Bilindelschicht m einer Biindelkette fiir beide Steuerungsarten wiedergegeben.

In den Schichten, in denen keine Faserrisse aufgetreten sind, erfolgt bei beiden Steuerungs-
arten keine Belastungssteigerung der Fasern, wihrend in den Schichten, in denen bei dieser
Laststufe bereits Fasern gerissen sind, die verbliebenen Fasern hoher belastet werden. Bei
Kraftsteuerung wird dies unmittelbar klar, da die Biindelkraft konstant bleibt, wodurch sich
nichts fiir die Fasern in Schichten ohne Riftfortschritt &ndert und in den Schichten mit Rifsfort-
schritt die Kraft auf weniger Fasern verteilt. Bei Verschiebungssteuerung findet ein Kraftabfall
statt, wodurch in Schichten ohne Rifsfortschritt jede der Fasern entlastet wird. In Schichten
mit Rifsfortschritt nimmt die zu tragende Kraft zwar auch ab, diese mufl aber gleichzeitig
von weniger Fasern getragen werden, was nur moglich ist, wenn die Dehnung zugunsten der
iibrigen Schichten vergrofert wird. Im Resultat erhalten die Fasern der Schichten mit Rifsfort-
schritt eine hohere Last als vor dem Rif ihrer Biindelgenossen. Bei Faserbruch erfolgt also ein
sprunghafter Anstieg der Faserbelastung in dem Biindel, in dem Fasern reifen, so dafs Fasern
iiber ihre Grenztragfahigkeit hinaus belastet werden, wodurch diese ihrerseits sofort versagen.
Es muf also bei beiden Steuerungsarten gepriift werden, ob nach der Lastumverteilung infolge
von Rissen in den betroffenen Schichten weitere Fasern ihre Festigkeitsgrenze erreicht oder
iiberschritten haben. Man kann damit deutlich sehen, daff im Gegensatz zum reinen Biindel,
in der Biindelkette auch bei Verschiebungssteuerung kaskadenartiges Riffwachstum einsetzen
kann.

Erst wenn bei vorgegebener Laststufe keine neuen Faserrisse mehr entstehen, kann nach
Gl. (4.36) und durch min(F™) eine neue Laststufe bestimmt werden. Die Rechnung endet,
wenn in einer Schicht alle Fasern gerissen sind.

Die maximal erreichte Systemzugkraft wird als Systembruchlast und die dabei erreichte Sché-
digung als Bruchschédigung definiert. Es kann gezeigt werden, daf die maximale Zugkraft
bei Kraft- und Verschiebungssteuerung identisch ist, wobei es bei Verschiebungssteuerung in
diesem Punkt noch nicht unbedingt zum Probenbruch kommen muf. Dies ist darauf zuriick-
zufithren, daft die Systemzuglast bei Faserrift absinkt, wodurch Kaskaden neu entstehender
Faserrisse vor dem kompletten Durchriff zum Stillstand kommen konnen. Die danach zum
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Tabelle 4.2: Vergleich zwischen einfachem Biindel und Biindelkette bei gleicher Lastverteilung.
Mit den Beziehungen aus Gl. (4.32) — (4.35) lassen sich die Zustandsverdnderungen beim
Bruch von N Fasern fiir Biindel und Biindelkette angeben und fiir die beiden Steuerungsarten
miteinander vergleichen. Die Grofen vor dem Bruch werden mit e und mit e die Gréfen nach
dem Bruch iiberschrieben. Fiir die Biindelkette sind die Schichtbezeichnungen m weggelassen.

Da angenommen wird, daft nur in Schicht m Fasern reiften, impliziert der Term N, die Anzahl
der ungebrochenen Fasern vor dem Bruch in Schicht m . Die Summe Z#m 1 - ist die Summe
der 1/N, aller iibrigen Schichten # m.

Biindel Biindelkette

n \%
u-Steuerung, u® = u°

Schicht m:
F=F(1-¢p) F=F(1-¢&)
fr=1TI fr=1f 1+<)
er=¢s er=e5 (1+Co)
N, N,
&g = o fo =~ ’
N, NT< + (N, — Ny) Y7 ;)
#m #m 1
v 1 Ny~
(c =N, Zﬁgc: V M N;m
M + (N7 — Np) 220 NLT
tibrige Schichten ( # m):
fr=1f (1=¢c)
er=¢r (1-&e)
F-Steuerung, F=F
fr=1f L+nB) fr=1rfr (L+nc)
gfzgf (I+nB) IEIfZEf (1+nc)
e = 1° (14 np) u® = (1+xc)
Ny
B =~v—— Nnc = 1B
N, — N,
Ny
Xc =

(N, = Ny) <1+N 7 1)

endgiiltigen Probenbruch erforderliche Zugkraft kann aber hochstens wieder genauso grofs
werden, wie sie zuvor schon war, da sonst auch bei Kraftsteuerung der Riff zum Stillstand
gekommen ware und das Zugkraftmaximum hoher ldge.

Gleichheit der maximalen Zugkraft bedeutet aber nicht unbedingt, dafs die Bruchschadigung
bei beiden Steuerungsarten identisch sein muf. In dem Fall ndmlich, in dem das Maximum der
Zugkraft mehrmals auftritt, tritt kaskadenartiges Durchreifsen bei Kraftsteuerung bereits beim
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ersten Erreichen dieses Maximums ein, wohingegen der Durchrift bei Verschiebungssteuerung
erst nach dem letzten Auftreten dieses Maximums erfolgen kann. In allen Fallen aber, in denen
der Maximalwert der globalen Zugkraft nicht mehrfach auftritt, liefern beide Steuerungsarten
gleiche Bruchspannungs- und Bruchschidigungsergebnisse.

Da die diskreten Faserbelastbarkeiten aus der Menge der reellen Zahlen generiert werden, ist
ein mehrfaches Maximum mit identischer Maximalkraft sehr unwahrscheinlich. Tatséchlich
konnte dieser Effekt nur mit speziell zu Testzwecken konstruierten Faserfestigkeiten beob-
achtet werden, aber in keinem Fall, bei dem die Faserfestigkeiten pseudozufillig generiert
wurden.

Hier wird auf diese Unterscheidung deshalb besonders abgehoben, weil alle bisherigen Arbeiten
zur Statistik des Biindel- bzw. Biindelkettenversagens auf der Voraussetzung beruhen, dafs bei
Faserbruch die Biindelspannung erhalten bleibt. Diese Vorgehensweise ist bei experimentellen
Untersuchungen aber nicht die Regel, sondern diese werden iiblicherweise verschiebungsge-
steuert durchgefiihrt. Es war deshalb von Interesse, ob Berechnungen mit dem Biindelketten-
modell zu unterschiedlichen Resultaten fiihren, wenn fiir die Steuerung der Modellrechnungen
die Steuerungsart gewechselt wird.

Spannungserhéhung vor Rifispitzen (LLS)

Im Kapitel iiber einfache Biindel (4.1.1) wurde bereits darauf hingewiesen, daf eine gleich-
méafige Verteilung der Biindelzugkraft auf alle ungerissenen Fasern zu einem Modell fiihrt,
das Rifsspitzeneffekte, die aus der Nachbarschaft von gebrochenen Kornstrukturen eines hete-
rogenen aber zusammenhéngenden Kontinuums resultieren, nicht ausreichend berticksichtigt.
Um diese Effekte ansatzweise nachbilden zu kénnen, wurden deshalb vielfach Lastverteilungs-
regeln vorgeschlagen, durch die mittels expliziter Regeln eine stiarkere Belastung der Fasern
vor lokalen Rifsspitzen erzwungen wird. Die am haufigsten vorgeschlagene ,lokale” Lastvertei-
lungsregel ist die nearest-neighbour-Regel, bei der eine vollstdndige Umlagerung der bei einem
Rifs freiwerdenden Kréfte auf die unmittelbaren Nachbarfasern erfolgt, siehe z. B. Harlow und
Phoenix [38]. Der Vorteil dieser Regel besteht darin, daf sie noch relativ einfach analytisch
erfafst werden kann und praktisch einen Grenzfall darstellt, bei dem die Rifsspitzenfasern ma-
ximal belastet werden. Die Hauptschwierigkeit fiir die analytische Behandlung resultiert dabei
vor allem aus der Tatsache, daf die Anordnung der Fasern innerhalb der Biindel nicht mehr
ergebnisneutral vertauscht werden kann. (Um dabei wenigstens das zusétzliche Problem der
Behandlung der Lastumverteilung gebrochener Randfasern zu umgehen, werden vielfach die
Biindel als kreisférmig angeordnete Fasern behandelt, was zu periodischen Randbedingungen
bei zweidimensional angeordneten Faserbiindeln fiihrt, sieche Curtin [18]. Diese Anordnung ist
fiir die Ubertragung auf kristalline Komposite endlicher Ausdehnung nicht geeignet.) Bei der
numerischen Behandlung stichprobenartig gegebener Biindel und Biindelketten steht nicht
die analytische Behandelbarkeit im Vordergrund, sondern vielmehr die Behandelbarkeit fiir
beliebige Anordnungen und Rifslingen in Bezug auf die Lastsumme des Biindels. Von Wiesand-
Valk wurde in [83] eine Umverteilung der Lasten gerissener Fasern phénomenologisch nach
dem Prinzip von Spannungsintensititsfaktoren in der Umgebung von Rissen fiir den Modus I
vorgeschlagen. Diese werden in der vorliegenden Arbeit iibernommen und im Folgenden kurz
dargestellt.

Um eine variable Beriicksichtigung des Rifispitzeneffekts zu erreichen, wurde fiir die Lastver-
teilung ein Faktor, frys, eingefiihrt, mit dem der Grad der Lastumverteilung variabel gehalten
wird. Um die Kraftbilanz eines Biindels fiir variable Riflangen und beliebig viele Einzelrisse
zu erleichtern, wurde eine Superpositionsregel eingefiihrt, die die Summation eines Lastanteils
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fiir die Riflspitzenfasern, Af, und eines gleichméfigen Anteils fiir alle ungebrochenen Fasern,
f*, vorsieht (Abbildung 4.5). Der Anteil fiir die Rifispitzenfasern

11 i
Af = foor/mip- fry mitm=4_ " und fry >0 (4.39)
2  Randrif

wird hierbei nur den Fasern zugeteilt, welche unmittelbar an gerissene Fasern angrenzen, bei
allen anderen Fasern ist dieser Anteil null. Fasern, die zu beiden Seiten an Mikrorisse an-
grenzen, erhalten konsequenterweise ihren Anteil aus beiden Rissen. Durch den Wurzelterm

Abbildung 4.5: local load sharing: Idealisierung und Vereinfachung des Rifsspitzeneffekts
ﬁ Fg ﬁf By: Faserbreite

Biindel mit N Fasern,
hier mit einer gerissenen Faser
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o angenommener Verlauf o(x)
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¢ * ¢ * ‘ * ‘ ¢ ¢ ¢ ¢ i ﬁ‘ ¢ ¢ ‘ ¢ ‘ ¢ * ¢ f* g{)epg:;glliti;jt fiir Faserkrafte:
Af
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und: > f = Fp

wird eine grobe Ndherung der Lastverteilung erreicht, wie man sie bei der Rifispitzenéffnungs-
spannung eines GRIFFITH-Risses erwartet. Der Faktor m berticksichtigt den unterschiedlichen
Einflufs der Riklénge, g3, auf diese Spannung, wahrend durch den frei wahlbaren Faktor fry
ein kontinuierlicher Ubergang zur gleichmiRigen Lastverteilungsvorschrift ermdglicht wird.
Der Vergleich mit einem GRIFFITH-Rif ergibt fiir fgry je nach Lénge des Risses Werte zwi-
schen 0.4 und 0.7 (vgl. [65]), wihrend bei fry = 0 die Vorschrift in die ELS-Regel iibergeht. fuo
ist die fiktive Faserkraft o, By, welche in einer Entfernung auftritt, bei der der laststeigernde
Einfluk des Risses vollstandig abgeklungen ist.

Der gleichméfige Anteil fiir alle ungerissenen Fasern wird aus der Differenz bestimmt, die sich
aus der zu verteilenden Zugkraft und dem Anteil ergibt, den die Rifsspitzenfasern erhalten.
Damit wird sichergestellt, daf die Summe der Krifte in jeder Biindelschicht der globalen
Zugkraft entspricht.

In Tabelle 4.3 ist der Einfluft verschiedener Lastverteilvorschriften auf die Faserbelastungen
fiir einige Biindelgrofsen unter der Annahme eines innenliegenden Einzelrisses gezeigt. Hier-
bei sind die Belastungen, die nach Gl. (4.39) auf die Rifnachbarn und die iibrigen Fasern
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entfallen, fiir verschiedene Werte des Rifispitzenfaktors fr; gezeigt. Die Werte bei equal load
sharing entsprechen einem Faktor fry = 0. Um einen Vergleich mit anderen Lastverteilungs-
modellen zu ermdglichen, ist auch die Last angegeben, die bei voller Lastumlagerung auf
die erste Nachbarfaser, ,,nearest neighbour-Regel”, entstiinde und die Last, die sich aus der
Rifsspitzenoffnungsspannung

X

c0s fUrz >a

— (4.40)

T2

fiir einen mittigen Rifs in einer unendlich breiten Probe nach Griffith ergébe. Hierbei ist a die
halbe Riflinge Ny Bf/2.

Tabelle 4.3: Lastanteile ungerissener Fasern beim Riff von N, nebeneinanderliegenden In-
nenfasern in Biindeln unterschiedlicher Breiten N und Gesamtlasten Fgg bei verschiedenen
Lastverteilungsvorschriften

Fpi 1000 10000 100 000
N 10 100 1000
Ny 1 2 3 1 2 3 1 3 5
LLS nach GI. (4.39) fiir 1. Nachbarfaser, fi, und iibrige Fasern, f*,
fry fiir verschiedene Rifspitzenfaktoren fry
0.5 fi 150 178.0 204.7 | 150 171.3 187.9 | 150 186.7 212.1
. fr 100 107.3 1181 | 100 100.6 101.3 | 100 100.1 100.3
04 fi 142.2 1674 192.3 | 140.2 157.5 170.9 | 140.0 169.4 189.8
. f* 102.2 110.9 123.1 | 100.2 100.9 101.6 | 100.0 100.2 100.3
0.3 fi 134.4 156.8 180.0 | 130.4 143.6 154.0 | 130.0 152.2 1674
. f* 104.4 1144 128.0 | 100.4 101.2 102.0 | 100.0 100.2 100.4
zum Vergleich: equal load sharing
alle Fasern || 111.1 125 1429 ] 101 102 103.1 | 100.1 100.3 100.5
volle Umlagerung auf 1. Nachbarfaser, f;

fi 150 200 250 150 200 250 150 250 350
iibrige Fasern || 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Rifsspitzenoffnungsspannung fiir Mittenrift in unendlich breiter Probe nach Gl. (4.40)
Spannung fiir 1. und 2. Nachbarfaser, f; und fo, jeweils iiber Faserbreite integriert

fi
fo

141.4
103.5

173.2
109.6

200.0
116.2

141.4
103.5

173.2
109.6

200
116.2

141.4
103.5

200
116.2

244.9
129.2

Die explizit formulierte Verteilung der Last auf die einzelnen Fasern wird dadurch erkauft,
dak eine elastische Biindeldehnung analog Gl. (4.33) nicht mehr definiert werden kann. Ei-
ne verschiebungsgesteuerte Berechnung ist daher nicht moglich, so dafs fiir dieses Teilmodell
nur noch Kraftsteuerung implementiert wurde. Ein analytischer Ausdruck fiir die statisti-
sche Verteilung der Biindelspannungen, Q(o¢), kann nicht mehr angegeben werden, fiir die
Biindelkette gilt allerdings nach wie vor der weakest-link-Mechanismus.
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Berechnung des Biindelkettenmodells bei LLS

Wegen der lokalen Lastverteilungsregel ist ein Vorsortieren der Fasern in Bezug auf ihre Fe-
stigkeit nicht mehr sinnvoll, da auch schwéchere Fasern iiberleben kénnen, wenn sie infolge
des Rifispitzeneffekts an anderer Stelle ,geschiitzt” sind. Auch bei der Laststeigerung, die rein
elastisch erfolgt, muft die ungleiche Belastung der Fasern berticksichtigt werden. Zudem mufs
nach jedem neuen Faserriff die aktuelle Rifldnge berechnet werden, d.h. es muf bestimmt
werden, welche gerissenen Fasern zusammen einen einzigen Rifs bilden. Der Berechnungsauf-
wand fiir dieses Teilmodell ist deshalb deutlich héher als der bei gleichméfiger Lastverteilung.
Eine genaue Beschreibung der Rechenschritte fiir einen effektiven Algorithmus, insbesondere
in Hinblick auf die Schrittgrofe bei Belastungssteigerung, ist in [65] gegeben.

Die Berechnung des Biindelkettenmodells mit lokaler Lastverteilungsregel verlauft im iibrigen
ahnlich wie die bei gleicher Lastverteilung. Ausgehend vom unbelasteten Zustand wird eine
Kraft aufgebracht, bei der die erste Faser reifst. Dann werden die Lastanteile, die die einzelnen
Fasern zu tragen haben entsprechend der gewéahlten Lastverteilungsregel berechnet und mit
ihren Festigkeiten verglichen. Reiffen nun weitere Fasern infolge der neuen Lasten, so wird
das Verfahren wiederholt. Erst wenn alle Fasern den ihnen zugemessenen Anteil der Last zu
tragen vermogen, wird die duflere Last soweit erhoht, daff die néchste Faser reifst. Wegen der
reinen Laststeuerung tritt das Problem mehrfacher Lastmaxima nicht auf und ein Abfall der
globalen Kraft ist nicht moéglich. Aus der Kraft, bei der das finale kaskadenartige Durchreiffen
einsetzt, und der zugehorigen Schadigung ergeben sich die Werte der Bruchfestigkeit und der
Bruchschédigung.

Bewertung des Modells

Das Biindelkettenmodell ist als mikromechanisches Modell nur sehr eingeschrankt tauglich,
da die durch Mikrorifsbildung hervorgerufenen lokalen Spannungsfluktuationen sich nicht von
selbst ergeben, sondern durch explizit vorgegebene Lastverteilungsregeln ,hineingesteckt® wer-
den miissen. Die Stérke des Modells liegt vielmehr darin, dafs es die stochastischen Mikroei-
genschaften mit dem globalen Probenverhalten auf einfache und effiziente Weise miteinander
verkniipft. Es ist leicht implementierbar, sparsam in der Speichernutzung und ausgesprochen
schnell, so dak der statistische Ansatz durch praktisch beliebig viele Modellrechnungen in fast
unbegrenzter Modellgrofse untersucht zu werden vermag.

Da keine gekoppelten Gleichungssysteme zu 16sen sind, benétigten Rechnungen mit System-
grofen von 1000 gekoppelten Biindeln mit je 1000 Fasern bei gleichméfiger Lastverteilungs-
vorschrift nur etwa 3 Minuten pro Rechnung auf einer sun-workstation bis zum Durchbruch
der Probe (durchschnittlich etwa 150 000 Lastinkremente je Rechnung).

Ein nicht zu behebender Nachteil des Modells ist allerdings, daft Rifverzweigungen nicht mog-
lich sind und in seiner vorgestellten Form keine lokalen Entlastungen oberhalb und unterhalb
der gerissenen Fasern stattfinden.

4.2 Finite-Elemente-Modelle

Um die Realitdtsnahe der Ergebnisse des Biindelkettenmodells zu iiberpriifen, wurden Modelle
auf der Basis der Finite-Elemente-Diskretisierungsmethode entwickelt. Bei diesen stellt sich
eine mehrachsige Spannungsverteilung um entstandene Mikrorisse automatisch ein und die
Lastverteilung muf nicht mittels einer ,Regel vorgegeben werden.
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Die Literatur gibt zu diesem Modellierungsansatz nur wenige Anhaltspunkte, da bei ver-
gleichbaren lokalen Modellen fiir einachsige Zugbelastung [20, 54,59, 72| die Unordnung i. a.
zur Einfithrung einer rifinduzierenden Gefiigeschwachstelle und Untersuchung des individu-
ellen Systemverhaltens in deren Folge eingesetzt wird. Das kollektive Systemverhalten wird
dabei unter dem Aspekt des qualitativ erzielten Probengrofeneffekts aufgrund einer einzelnen,
zuféllig bestimmten Konstellation betrachtet, und ein Vergleich findet eher gegeniiber deter-
ministischen Modellannahmen statt. Da in der vorliegenden Arbeit statistische Mittel zur
Bestimmung der Korrelation zwischen stochastischer Ungeordnetheit und kollektivem Mo-
dellprobenverhalten untersucht werden soll, sind die dort vorgestellten Modelle zu aufwindig
und daher zu rechenintensiv, so dafs fiir diese Arbeit einfachere Modelle benétigt werden.

In einer ersten Realisierungsstufe wurde eine dem Biindelkettenmodell moglichst &hnliche Mo-
dellierung angestrebt, um die Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu unterstiitzen, und um dann
in der fortschreitenden Verfeinerung des Modells bei gleichzeitig zunehmender Entfernung
vom Biindelkettenmodell immer mehr Aspekte, wie z. B. Riffablenkung und -verzweigung,
miteinbeziehen zu kénnen.

Das Durchbrechen des Restquerschnitts der in dieser Arbeit betrachteten Titanaluminde er-
folgt plotzlich und vollstéindig. Hierbei sinkt nach Uberschreiten des Lastmaximums die Trag-
fahigkeit sofort auf null, ohne dafs vor der Trennung der Probehélften ein Bereich weiterer
Dehnungen, die mit post-peak-Spannungen auf minderem Niveau einhergehen, zu beobachten
wire, wie dies mitunter bei anderen Werkstoffen, z. B. Beton, der Fall ist (vgl. z. B. [21]).
Das Versagen wird deshalb als Kaskade von Folgebriichen angenommen, die nach Erreichen
einer kritischen Schadigung einsetzt und sich durch innere Lastumlagerungen fortsetzt. Zur
Modellierung dieses Verhaltens erfolgt das Elementversagen sprunghaft, wozu die dufsere Last-
inkrementierung angehalten wird, sobald die Probendehnung eine Grofse erreicht hat, bei der
Elemente brechen. Erst wenn dabei ein stabiler Zustand ohne Probenversagen eingetreten ist,
wird die Probendehnung erhoht. Bei verfiigharen Finite-Elemente-Programmen ist es nicht
moglich, dies aus dem Programm heraus zu steuern. Im Rahmen dieser Arbeit wurde deshalb
ein eigener FE-Code entwickelt und implementiert.

4.2.1 Diskretisierung

Es werden zwei unterschiedliche Modelle, die sich im Wesentlichen in der jeweiligen Elemen-
tierung unterscheiden, zur Modellierung der Probenschédigung benutzt. In beiden Modellen
wird die Probenmefifliche auf ein ebenes Knotengitter abgebildet, durch welches ein Element-
netz aus elastischen isoparametrischen 4-Knoten-Kontinuums-Elementen aufgespannt wird.
Die Steuerung der Belastung erfolgt verschiebungsgesteuert.

Im ersten Modell werden schichtweise angeordnete unzerstorbare Kontinuumselemente durch
Zwischenschichten aus bruchfdhigen 2-Knoten-Kohésivelementen zusammengehalten. Das zwei-
te Modell besteht ausschlieflich aus Kontinuumselementen, die nach einer Phase elastischen
Verhaltens versagen kénnen. Zur sprachlichen Vereinfachung wird das erste Modell als ,,Ko-
hasivmodell“ und das zweite als ,Kontinuumsmodell“ bezeichnet.

Das Material der Kontinuumselemente wird, solange diese ungeschéadigt sind, vereinfachend
als ideal elastisch angenommen. Die zugehorigen elastischen Konstanten werden in Uberein-
stimmung mit den elastischen Konstanten von den zugrundeliegenden Titanaluminiden zu
E=180GPa und v=0.3 gesetzt [30]. Wegen der geringen Probendicke ist eine ebene Span-
nungsformulierung sinnvoll.
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Da das sprode Materialverhalten vergleichsweise geringe Verformungen zeigt, wird vereinfa-
chend mit kleinen Dehnungen und geometrischer Linearitdt gerechnet. Die Modellierung der
Mikrorisse erfolgt ausschlieflich fiir den Modus I mit Rissen senkrecht zur Zugrichtung un-
ter Verwendung von makroskopischen Normalspannungskriterien fiir das Versagen. In dieser
Arbeit ist die Zugrichtung immer die y-Richung.

Entsprechend den experimentellen Randbedingungen werden in Zugrichtung nur die Knoten
am unteren und oberen Rand gefesselt, wobei die Knoten am oberen Rand dem verschie-
bungsgesteuerten Versuchsablauf entsprechend gleichméfig verschoben werden. Senkrecht zur
Zugrichtung werden nur jeweils ein unterer und oberer Knoten in Probenmitte festgehalten, so
dafs sich die Querkontraktion frei einstellen kann. Bei den iibrigen Knoten des Elementnetzes
miissen sich die Verschiebungen von selbst so einstellen, daft die aus den Elementspannun-
gen rithrenden Knotenkrafte im Gleichgewicht bleiben. Die Summe der Reaktionskrifte aller
Knoten mit vorbestimmter Lage, also von denen, die unverriickbar gehalten sind, und von
denen mit vorgegebener Verschiebung, mufs null sein, wéhrend hingegen allein die Summe der
Kréfte der oberen Knoten die makroskopische Probenzugkraft reprisentiert.

Kohasivmodell

Die Ubertragung des Biindelkettenmodells wird durch eine Aufteilung in Schichten vorgenom-
men, wobei die vormals knotenférmig oder starr und ausdehnungslos angenommenen Schicht-
grenzen nun unzerstorbare Kérner des Kontinuums représentieren und durch Schichten ideal
elastischer Kontinuumselemente ersetzt werden, so dafs diese Schichten verformbar sind. Zwi-
schen diesen Schichten werden Elemente angeordnet, die den Fasern des Biindelkettenmodells
vergleichbare Eigenschaften aufweisen, also in erster Linie Tréger der stochastisch generierten
Festigkeitsgrenzen sind und individuell versagen kénnen. Zu diesem Zweck werden 2-Knoten-
Kohisivelemente an den senkrecht zur Belastungsrichtung verlaufenden Schichtgrenzen ange-
ordnet (vgl dazu Abbildung 4.7 auf Seite 59). Fiir jedes dieser Elemente wird eine individuelle
Zugfestigkeit aus der Grundverteilung generiert. Bis zu dieser Festigkeit verhélt es sich quasi-
elastisch, nach deren Uberschreiten aber verschwindet seine Tragfahigkeit.

Die Wahl von Kohésivelementen anstatt elastischer Stibe erfolgt aus der Uberlegung, da® die
Korngrenzflachen des realen Materials die versagenden Schichtgrenzen darstellen und in ihrer
unbelasteten Form keine Ausdehnung besitzen. Analog dazu besitzen auch die Kohésivele-
mente im unbelasteten Zustand — im Gegensatz zu elastischen Stdben — keine Ausdehnung.
Das Prinzip der Kohésivelemente, ihre Kraftiibertragung und ihre Behandlung im Rahmen
der Diskretisierungsmethode wird in Abschnitt 4.2.4 behandelt.

Durch die abwechselnde Anordnung von ad infinitum elastischen Kontinuumselementen und
zerstorbaren Kohasivelementen wird das Biindelkettenmodell mit der geringsten Zahl zusétz-
licher Parameter diskretisiert, wobei nur ein neuer Aspekt hinzukommt, ndmlich die Ver-
formbarkeit der ehemaligen Grenzschichten, wodurch Entlastungseffekte unter- und oberhalb
gerissener Fasern durch eine ,natiirliche Lastverteilung Beriicksichtigung finden. Rifsverzwei-
gung ist weiterhin ausgeschlossen. Dadurch eignet sich dieses Modell nicht nur am besten
zum direkten Vergleich mit dem Faserbiindelmodell, sondern es ist numerisch auch am leich-
testen beherrschbar, da keine aus Rikverzweigung entstehenden zusétzlichen Probleme (z.B.
herausbrechenden Systemteile) zu berticksichtigen sind. Die Nachteile dieses Modells beste-
hen in der praktisch doppelt so grofen Anzahl von Freiheitsgraden im Vergleich zum reinen
Kontinuumsmodell ohne Kohésivelemente und in der Beschriankung auf Proben konstanten
Querschnitts. Die Beschrankung resultiert aus der in dieser Arbeit verwendeten Formulierung
fiir die Kohésivelemente und ist keine Eigenschaft von Kohésivelementen per se; tatséchlich
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liefe sich diese Formulierung auch fiir beliebige Probenquerschnitte modifizieren. Darauf wird
in Abschnitt 4.2.4 kurz eingegangen.

Kontinuumsmeodell

Eine Weiterentwicklung des Modells sollte dem realen Verhalten von Rissen Rechnung tragen
und deshalb auch die Verzweigung von Rissen ermoglichen. Diese Forderung stellte sich be-
sonders auch vor dem Hintergrund der Erfahrungen mit dem Schichtmodell. Wie namlich im
Abschnitt 4.2.8 gezeigt wird, tendiert das Schichtmodell zu einer physikalisch unrealistischen
schichtweisen Delaminierung der Probe (vgl. Abbildung 10.16 auf Seite 143).

Eine Weiterentwicklung des Modells hitte darin bestehen kdnnen, zusétzliche Interface-Ele-
mente, z. B. weitere Kohésivelemente, quer zu den bisher bereits bruchfdhigen Schichten anzu-
ordnen. Dies hétte aber auch die Frage aufgeworfen, hierfiir sinnvolle Versagensparameter zu
definieren. Stattdessen wird nun auf die Grenzschichtelemente vollstandig verzichtet und ein
vom Biindelkettenmodell abgeleitetes Modell verwendet, bei dem die stochastischen Bruchei-
genschaften in die Kontinuumselemente integriert werden, indem diese bei Erreichen einer
Grenzspannung o, ihre Festigkeit verlieren.

Hierzu werden die stochastischen Grenztragfahigkeiten in Form von Grenznormalspannungen
in Zugrichtung dem elastischen Verhalten superponiert. Bis zum Erreichen ihrer jeweiligen in-
dividuellen Grenzspannung verhalten sich alle Elemente nach dem gleichen Elastizitétsgesetz.
Erst bei Uberschreiten dieses individuellen Werts verliert das entsprechende Element seine
Festigkeit, wonach es keinerlei Krafte mehr tibertragt.

Eine klare Trennung zwischen Mikrorifebene und Kontinuumsmaterial ist durch diese Model-
lierung nicht mehr maoglich. Die Lange (senkrecht zur Zugrichtung) eines versagten Elements
reprasentiert zwar weiterhin die Lénge eines Mikrorisses, aber der Ort in Zugrichtung ist
nicht mehr scharf abgegrenzt. Im realen Probenmaterial resultieren Abweichungen von der
mikroskopischen Rifebene aus unterschiedlich groffen Kornern mit unterschiedlicher Grenz-
flichenorientierung, wobei Korngrenzen bevorzugt aufreifsen, wenn sie nur geringe Abweichun-
gen von der Zugnormalen aufweisen [83]. Durch die regelméfige Elementierung wird die reale
Kornstruktur im Sinne einer Mittelung verschmiert. Das Versagen eines solchen regelméfigen
Elements und die Méglichkeit der Ablenkung des Risses nach oben und unten, also parallel zur
Zugrichtung, und auf diese Weise auch in schréger Richtung, hebt diese Regelméfigkeit in ge-
wisser Hinsicht wieder auf. Man kann ein solches Element deshalb besser als Kreuzungspunkt
von Koérnern mit je einem Viertel Anteil der angrenzenden Koérner bildlich interpretieren.

Im Hinblick auf die numerische Stabilitéit ist das Kontinuumsmodell anspruchsvoller als das
Kohiésivmodell, da die Knotenkréifte einzelner Knoten unabhéngig von deren Verschiebung-
zustand verschwinden, sobald alle angrenzenden Elemente versagt haben. Die Behandlung
des damit zusammenhéngenden Problems wird im Abschnitt 4.2.3 ab Seite 55 diskutiert. Ein
Vorteil des Modells besteht in der Reduktion von Freiheitsgraden gegeniiber dem Kohésiv-
modell bei gleicher Anzahl stochastischer Einzelgrenzwerte. Dies wirkt sich sehr giinstig auf
die Rechenzeiten aus, da diese iiberproportional mit der Anzahl der Freiheitsgrade korreliert
sind.

Fiir beide Modelle mufs angemerkt werden, dafs aufgrund der stochastischen Versagenseigen-
schaften der Elemente die urspriingliche Symmetrie der Elementierung verloren geht, so dafs
immer die Gesamtprobe zu elementieren ist. Wegen der stochastisch bestimmten individuellen
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Elementbelastbarkeiten ist aufserdem eine Vorhersage iiber die Orte, an denen Elementver-
sagen eintritt, nicht moglich. Grundsétzlich ist jedes Element potentiell ein solcher Ort; eine
iiblicherweise angewendete Netzverfeinerung in der Umgebung von Rifsspitzen zur besseren
Approximation von Spannungsverldufen ist deshalb bei dieser Art von Modellierung nicht
moglich. Es wire allerdings — zum Preis deutlich steigender Rechenzeiten — denkbar, Elemen-
te mit héheren Ansatzfunktionen zu verwenden.

Bei beiden Versagensmodellierungen berechnet sich die relative Schadigung, b, jeweils durch
die Anzahl der bei Lastmaximum gebrochenen Elemente dividiert durch die Gesamtzahl der
Elemente, die brechen kénnen.

4.2.2 Ablauf der FE-Berechnung

In den folgenden Abschnitten werden die einzelnen Teilfunktionen des FE-Programms be-
schrieben. Zur besseren Orientierung wird hier zuerst ein Uberblick iiber den Ablauf der
Berechnungsschritte gegeben.

Das Ziel der FE-Berechnung ist es, eine Modellprobe schrittweise solange zu dehnen, bis sie
durchbricht. Die Schritte werden dabei so grofs gewéhlt, daft am Ende eines Schritts moglichst
gerade ein Element seine Belastungsgrenze erreicht und damit bricht. Das Materialgesetz die-
ses Elements weist an dieser Stelle eine Unstetigkeitsstelle auf, so daf eine Neuberechnung des
inneren Gleichgewichts mit dem jetzt giiltigen Teil des Materialgesetzes erfolgen mufl. Eine
Besonderheit dieses FE-Codes ist es, daf die gesteuerte Randverschiebung nicht weiter erhéht
wird, sowie ein Zustand erreicht ist, bei dem Elemente brechen, da bei jedem Elementversagen
damit gerechnet werden muf, daft infolge des priméren Elementbruchs weitere Elemente ver-
sagen und auch brechen. Dieser Vorgang kann weitere Elementbriiche hervorrufen usw. Erst
wenn keine Elemente mehr infolge der erreichten Randverschiebung brechen kénnen, wird die
Probe weiter gedehnt.

Jeder Elementbruch bewirkt, ebenso wie jedes Randverschiebungsinkrement, eine Anderung
der Elementspannungen und inneren Knotenkréfte. Die Bestimmung der erforderlichen Kno-
tenverschiebungen, die notig sind, damit zwischen den Knotenkréften, die sich aus den Element-
Materialgesetzen ergeben, Gleichgewicht herrscht, erfolgt auf herkommliche Weise durch eine
NEWTON-Iteration. Diese wiederum bendtigt eine Routine zur Losung eines Gleichungssy-
stems, dessen Rang die Anzahl unbekannter Knotenverschiebungen ist.

In Abschnitt 4.2.3 wird zuerst das Verfahren zur Bestimmung der Knotenverschiebungen und
-reaktionen gezeigt. Alle Materialgesetze bleiben wiahrenddessen unverdndert. Die Besonder-
heiten dabei sind ein Normierungsverfahren zur Verbesserung der numerischen Stabilitét,
welches besonders in Zusammenhang mit dem verwendeten iterativen Gleichungsloser erfor-
derlich ist, und die Art der Aufteilung des Gleichungssystems in vorgegebene und gesuchte
Komponenten.

Das Aufstellen der Elementanteile zur globalen Steifigkeitsmatrix wird dann zuerst fir die
normalen, unzerbrechlichen Kontinuumselemente behandelt. Dieses Verfahren unterscheidet
sich nicht von herkémmlichen Verfahren.

In den Abschnitten 4.2.4 und 4.2.5 werden die beiden Versagensmechanismen, fiir Kohésiv-
und bruchfihige Kontinuumselemente, und die damit erzielten Auswirkungen auf deren An-
teile an der Systemsteifigkeitsmatrix behandelt. Dabei wird auch gezeigt, welche Rolle die
stochastisch generierten Festigkeitsgrenzwerte spielen.

In Abschnitt 4.2.6 werden die im Rahmen der NEWTON-Iteration verwendeten Methoden
zur Losung des Gleichungssystems fiir die Knotenverschiebungen behandelt und diskutiert.
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Dabei folgt eine kurze Betrachtung von Toleranzen. Bei der Losung des Gleichungssystems
entstehen Ungenauigkeiten, die sich bei der Bestimmung der Knotengleichgewichtskrifte im
umgebenden NEWTON-Verfahren auswirken. Diese wiederum bedingen Toleranzen bei den
Genauigkeiten, mit denen die Elementversagenskriterien erfiillt werden kdnnen.

Schlieflich wird in Abschnitt 4.2.7 die globale Schrittsteuerung behandelt, die auf die zuvor
gezeigten Versagensmodellierungen zugeschnitten ist.

In den Abschnitten 4.2.8 und 4.2.9 wird die verwendete Versagensmodellierung diskutiert. In
Abschnitt 4.2.8 wird das Problem der kurzzeitigen Uberschreitung der Belastbarkeitsgrenzen
behandelt, welches in der gleichen Form auch beim Biindelkettenmodell auftritt. In Abschnitt
4.2.9 wird die angewandte Form der Versagensmodellierung gegen andere Moglichkeiten der
Versagensmodellierung im Rahmen eines FE-Codes abgewogen.

Da das verwendete FE-Programm keine eigene graphische Oberfliche besitzt, werden zuletzt
in Abschnitt 4.2.10 noch die Methoden gezeigt, mit denen Daten graphisch dargestellt werden.

4.2.3 FE-Formalismus
Systemgleichgewicht

Die Diskretisierung eines FE-Modells fiihrt zu einem Gleichungssystem der allgemeinen Form
G-u=p, (4.41)

wobei u der Vektor aller Knotenverschiebungen, p der Vektor aller Knotenkrifte und & die
globale Steifigkeitsmatrix ist. Im Fall vollstandiger Systemlinearitat ist die Steifigkeitsmatrix
unabhéngig von den Verschiebungen und Gl. (4.41) lafst sich so zerlegen, dafs zuerst die unbe-
stimmten Knotenverschiebungen durch einen Gleichungsloser an den Stellen bestimmt werden,
an denen die Werte im Vektor p gegeben sind, worauthin die noch unbestimmten Knotenkraf-
te an den Stellen, an denen die Verschiebungswerte vorgegeben wurden, durch Multiplikation
bestimmt werden kénnen. Sind aber die Knotenkréafte nichtlinear mit den Verschiebungen
verbunden, ist die Steifigkeitsmatrix von den Verschiebungen abhingig, also &(u)!, und die
Losung fiir Gl. (4.41) muf iterativ bestimmt werden. Dazu wird das Gleichungssystem nach
TAYLOR entwickelt und wegen

(4.42)

"o fiiri £k

ou; 1 fliri=k
ou,

ergibt sich fiir die unbekannten Verschiebungskomponenten bei Vernachléssigung von Ablei-
tungstermen quadratischer und hoherer Ordnung die NEWTON-Iterationsvorschrift

06 (uh)
ou

Su')-u' —p+ ((‘5(ui) + u’) Au=0 (4.43)
zur Bestimmung der Verschiebungsinkremente Au. Der Startvektor fiir die Iteration der Kno-
tenverschiebungen, u’, ist hierbei beliebig und u*! berechnet sich aus u'*! = u’ 4+ Au.

Ist die Steifigkeitsmatrix konstant, ihre Ableitung nach den Verschiebungen also null, 16st
Gl. (4.43) die Gleichung (4.41) in einem Iterationsschritt. Wegen dieser allgemeineren Giiltig-
keit wurde die Formulierung Gl. (4.43) implementiert und es wurde mittels eines einfachen

'Fiir die in dieser Arbeit beschriebenen Materialbeziehungen reicht es aus, die Steifigkeit als Funktion der
akkumulierten Gesamtverschiebung zu betrachten, wodurch Gl. (4.41) nicht inkrementell formuliert werden
muf}, wie es iiblicherweise, z. B. durch p™ = p™ =1 4+ &(pM~* ou™M) - 2u™M, geschieht.
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Schalters aus dem Programm heraus bestimmt, ob ein Element Beitrdge zur Ableitungsmatrix
der Steifigkeitsmatrix

06  0S;:
dS = —u=—"uy,
S T

(4.44)

liefert, wobei sich diese aus den abgeleiteten Beitrédgen der Elementmatrizen aufaddieren 1&ft,
so dafs hierfiir nur fiir die Elemente, die einen Beitrag leisten, Operationen notwendig sind.

Multipliziert man den ersten Term in Gl. (4.43) aus, setzt
b=p— &) v (4.45)

und faft die beiden Matrizen in der Klammer, & und d&, zur Matrix & zusammen, so ist fiir
jede Iterationsstufe ¢ das Gleichungssystem

b=R-Au (4.46)

zu losen. Um dieses besser zu konditionieren, wird eine Hauptdiagonal-Normierungsmatrix 91
mit n; = 1/1/K;; gebildet. £ = NAN hat nun in allen Nebendiagonalelementen Werte < 1,
wihrend alle Hauptdiagonalelemente eins sind. Durch gleichzeitige Normierung von b = 91b
ergibt sich das gleichwertige normierte Gleichungssystem

b=R/ Au, (4.47)
nach dessen Losung man Au durch
Au = NAu (4.48)

erhilt. Nach der Bestimmung von u*! muR gegebenenfalls G(u'*!) bestimmt werden, worauf-
hin mit Gl. (4.45) die verbleibenden Knotenungleichgewichtskrifte bestimmt werden kénnen
und entschieden werden kann, ob der Iterationsprozefs abgebrochen werden kann.

Will man wegen des Gewinns an numerischer Stabilitdt sdmtliche Matrix-Vektor-Multipli-
kationen mit normierten Matrizen durchfithren, sind pro NEWTON-Iterationsstufe sukzessiv
mehrere Hin- und Riicktransformationen nétig. Aufgrund der diinnen Besetzung und beson-
deren Speicherung der Matrix (vgl. Abschnitt 4.2.6) sind dazu aber jeweils nur vergleichsweise
wenig Multiplikationen durchzufiihren, so daf besonders bei groffen Systemen der numerische
Stabilitdtsgewinn diesen Aufwand rechtfertigt.

Bestimmung der unbekannten Knotenverschiebungen und -krafte

Die Gleichungssysteme Gl. (4.41) und Gl. (4.43) bzw. (4.46) besitzen soviele Freiheitsgrade,
wie das zugrundeliegende Finite-Elementnetz Knotenverschiebungskomponenten besitzt. Wo
Auflagerkomponenten vorhanden oder Knotenverschiebungen vorgegeben sind, sind die Werte
im Verschiebungsvektor u & priori bekannt, so daft das zu lésende Gleichungssystem reduziert
werden mufl. Dabei entféllt die Zeile, in der die bekannte Verschiebungskomponente steht,
und in allen {ibrigen Zeilen ist im Vektor der rechten Seite, p in Gl. (4.41) und b in Gl. (4.46),
das Produkt der entsprechenden Spalten der Steifigkeitsmatrix mit den bekannten Verschie-
bungskomponenten zu addieren, damit auch die Spalten der Matrix gestrichen werden kénnen.
Bei Verwendung des iterativen Systems Gl. (4.43) bzw. (4.46) entfallt diese Addition, da alle
Eingangswerte des Vektors Au null sind, so daf es ausreicht, die Zeilen und Spalten in K zu
streichen.
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Durch Einfiihrung eines Vektors a, der die symbolischen Werte U_IS_VAR fiir eine Zeile/Spalte,
bei der die Verschiebungskomponente unbekannt, und U_IS_FIX fiir eine Zeile/Spalte, bei der
die Verschiebungskomponente vorgegeben ist, aufnimmt, ist eine Umspeicherung des zu 16sen-
den Teilsystems nicht notwendig, sondern alle Operationen kénnen so durchgefiithrt werden,
als ob das Gleichungssystem um diese Zeilen und Spalten reduziert wire.

Fiir die Bestimmung der Unbekannten ist der Startwert u’ des Iterationsprozesses ein be-
liebiger Vektor. Dieser kann also auch durch eine elastische Vorschétzung gewonnen werden,
womit in rein elastischen zweiten Randverschiebungsinkrementen aufgrund zu kleiner erster
Schrittweiten bereits die Losung gefunden ist. Es ist also sinnvoll, das Abbruchkriterium des
NEWTON-Prozesses bereits vor Losen des Gleichungssystems zu priifen. Im vorliegenden Fall
wurde ein Kriterium gewahlt, bei dem die maximale Knotenungleichgewichtskraft einen vor-
gegebenen Wert, pmax »ul, nicht iiberschreiten darf. Dieser Wert ist als Eingabewert implemen-
tiert und wurde meist so gewéahlt, daf er 0.0001 bis 0.01% der geringsten Elementbruchkraft
entspricht. (Siehe dazu auch den Abschnitt ,,Abbruchbedingungen und Toleranzen“ ab Seite
66.)

Die Reaktionskrafte werden mit dem aktuellen Verschiebungsvektor des Iterationsschritts und
der zugehorigen Steifigkeitsmatrix mit Gl. (4.41) bestimmt. Da keine Knotenkréfte einge-
bracht werden und deshalb an allen Freiheitsgraden, an denen die Knotenverschiebungen
unbekannt sind, die Kréfte verschwinden miissen (p; = 0, wenn a; =U_IS_VAR), reduziert sich
Gl. (4.45) fiir den zu l6senden Anteil des Gleichungssystems Gl. (4.43) auf ein Gleichungssy-
stem der Form Gl. (4.41), wobei eine Seite ein negatives Vorzeichen erhélt. Ist p mit Gl. (4.41)
erst bestimmt, werden nur die Werte an den Stellen, an denen die Verschiebung frei ist, auf
Uberschreiten des kritischen Werts fiir die zuldssigen Knotenkraftungleichgewichte gepriift,
um zu entscheiden, ob das Gleichungssystem (neu) zu losen ist oder der Verschiebungsvektor
als giiltige Losung des NEWTON-Iterationsprozesses akzeptiert wird.

Da das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix im Vergleich zum Losen des Gleichungssystems prak-
tisch keine Zeit kostet, wird sie grundsétzlich zu Beginn jeder Schleife neu aufgestellt, un-
abhéngig davon, ob sie sich inzwischen gedndert hat, weil sie entweder eine Funktion von u
ist, oder sich infolge von Bruchprozessen die Anteile einzelner Elemente gedndert haben. Im
ersten Fall wird sie zur Speicherersparnis bei Berechnung der Ableitungsmatrix d& durch die
Matrix K iiberschrieben. Damit kann der Gleichungsloser als Unterprogramm so eingebaut
werden, daf er die Steifigkeitsmatrix im Lauf des Losungsvorgangs nach lokalen Bediirfnissen
verandern kann.

Der Ablauf des gesamten Iterationsprozesses zur Gleichgewichtsbestimmung kann jetzt dar-
gestellt werden:

NeEwTON-Iteration zur Bestimmung der Knotenkrifte
(Hin- und Riicknormierungsoperationen sind nicht dargestellt.)

-1- Einbau der vorgegebenen und geschétzten Knotenverschiebungen in den Verschiebungs-

vektor: u0.

— NEWTON-Iterationsschleife:
-2- Bestimmung der Steifigkeitsmatrix & bzw. S(u);

-3- Bestimme p = —Gu. Bestimmung das maximalen Knotenungleichgewichts an den Stel-
len wo a; =U_IS_VAR (fiir Abbruchkriterium).



4.2. FINITE-ELEMENTE-MODELLE 95

-4- Wenn Abbruchkriterium erfillt, d.h. alle p; < pmax -u: Vektor u wird akzeptiert. Be-
rechnung der Elementspannungen. — Verlassen der Schleife.

-5- Wenn Abbruchkriterium nicht erfiillt: Berechnung von d& und Addition zu 6 := K.
-6- Setze Au zu 0

-7- Aufruf Gleichungsloser fiir p = & - Au: Bestimmung von Au

-8- Update u =u+ Au

-9- weiter bei -2- mit neuer Iterationsschleife

Behandlung undefinierter Knotenverschiebungen

Bei einer Versagensmodellierung, bei der sich Risse verzweigen kénnen, kann es vorkommen,
dafs Knoten von versagten Elementen umschlossen werden. Wenn — wie im vorliegenden Fall
— die Elemente dann keine Festigkeit mehr besitzen, sind die Verschiebungen der Knoten
undefiniert, da sie keine Gleichgewichtsbedingung mehr erfiillen kénnen.

Viele Autoren fiihren in einem solchen Fall ein Remeshing durch, um das Gleichungssystem
16sbar zu halten. Durch die bereits gezeigte Einfiihrung des Vektors a, kann eine Neubestim-
mung des Elementnetzes umgangen werden. Neben den beiden bisher vorgestellten symboli-
schen Konstanten U_IS_FIX und U_IS_VAR wird eine dritte Konstante U_IS_UNDEF eingefiihrt,
die dazu verwendet wird, den entsprechenden Freiheitsgrad so zu behandeln, als wére er aus
dem Gleichungssystem eliminiert, d. h. bei der Losung wird er wie ein gefesselter Freiheitsgrad
behandelt und bei der Bestimmung der Knotenkréfte wird er iibergangen.

Die eigentlicher Schwierigkeit besteht darin, solche Knoten zu identifizieren. Bei der hier
angewandten Methode wird immer, wenn ein Element versagt, untersucht, ob Knoten an
diesem Element gleichzeitig zu anderen versagten Elementen gehoren und ob dann mindestens
ein an dem entsprechenden Knoten anliegendes Element noch intakt ist.

Dieser Algorithmus ist recht schnell, da nur jeweils bei Elementversagen wenige Knoten zu
untersuchen sind. (Die anliegenden Elemente zu jedem Knoten werden bei Programmstart
gespeichert.) Dieser Algorithmus versagt allerdings in den wenigen Féllen, in denen Elemente
nicht der Reihe nach brechen und ein grofserer Bereich mehrerer Elemente ,herausbricht®, wie
das in Abbildung 10.9 auf S. 139 gezeigt ist. Es gibt fiir diesen Fall bisher keinen zeitsparenden
Algorithmus, und das Programm bricht in diesem Falle ab, da das Gleichungssystem nicht
mehr positiv definit ist. Die Rechnung wird dann verworfen und in der Statistik unberiicksich-
tigt gelassen. Da dies aber nur in sehr wenigen Féllen vor dem Zeitpunkt vorkommt, in dem
das Kraftmaximum deutlich iiberschritten ist, wurde dafiir bisher keine Losung implementiert.

Eine andere Moglichkeit, diesen Effekt von vornherein auszuschliefsen, bestiinde darin, versag-
ten Elementen eine kleine Restfestigkeit zu lassen. Da anfanglich die Zahl brechender Elemente
nicht einzuschitzen war und damit der daraus entstehende Fehler in den berechneten Bruch-
spannungen, wurde es programmintern als Fehler betrachtet, wenn Elemente als gebrochen
markiert sind und ihre Festigkeit ungleich null ist.

Kontinuumselemente

Fiir die Kontinuumselemente wurden normale isoparametrische 4-Knoten-Elemente verwen-
det. Jeder Knoten besitzt die beiden Freiheitsgrade u, und u,. Als Ansatzfunktionen fiir die
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Elementkoordinaten und -verschiebungen werden lineare LAGRANGE-Polynome, %(1 + &),
in einem fiir das Element lokalen Koordinatensystem (£1,&2) mit dem Definitionsbereich
—1 < ¢ < +1 verwendet. Die Integration der Verzerrungen und Spannungen wird am nor-
mierten Element durchgefiihrt.

An jedem Materiepunkt {z,y} gilt das Elastizitéitsgesetz ¢ = € - £, wobei € die Elastizitéts-
matrix ¢;; ist und die Vektoren der Verzerrungen, &, und Spannungen, &, die Komponenten
{zz,yy, vy} besitzen. Die Konstanten c¢;; berechnen sich aus den elastischen Konstanten £ und
v in Abhéngigkeit vom angenommenen Spannungszustand, wobei c31 = c32 null und ¢;; = ¢j;
sind. Zieht man die Konstanten E/(1 — v/?) bei ebener Spannung bzw. E/((1 + v)(1 — 2v))
bei ebener Verzerrung vor die Matrix, bleibt fiir das verbliebene Nebendiagonalelement cog
noch der Wert v in der Matrix. Die Hauptdiagonalwerte c¢11 = co2 sind bei ebener Spannung
eins und bei ebener Verzerrung 1 — v und das Schubelement ¢33 ist (1 — v) bzw. (1 — 2v).
Spannungszustand, F und v sind als Eingabeparameter codiert.

Mit der ,, Ableitungsmatrix‘ © kann der Verzerrungsvektor am Punkt {z,y}

a@
Exx Uy z Uy
=9 =10 . (4.49)
Uy 5 Uy
dy

Exy
geschrieben werden. Die Ableitungen nach den globalen Koordinaten sollen durch Ableitungen
nach den normierten Koordinaten ¢; substituiert werden. Da die Abbildungen &;(z,y) nicht
bekannt sind, werden die globalen Koordinaten, x(&1,&2) und y(&1,&2) durch die Kettenregel

m)
Il
™
<
<
o e o

o _ oo ooy
061 0x 0§ 0y o0&

0 00 oy
08  0x & Oy &

(4.50)

(4.51)

nach den lokalen Koordinaten abgeleitet, was sich unter Zuhilfenahme der JACOBY-Matrix,

J;
A _[% 2] (R, (3
ST G elS €1 z | _ ~ z
0&2 08 06 Oy Oy

schreiben 1aft. Die gesuchten Ableitungen ergeben sich durch Inversion von J zu

a@ ai 1 Oy  _ 9y

z( _ ~—1_ )0 poa—1 1| 0% 223

{a}—‘j {8} mit J —J[_ax 83}], (4.53)
Jy 3 0&2 &1

wobei J die Determinante von J ist.

Ordnet man nun die Elementfreiheitsgrade beliebig, aber fiir alle Elemente des Systems ein-
heitlich in Bezug auf die lokalen Koordinatensysteme und ordnet ihnen Positionen in einem
Vektor ug. zu, ordnet man dann nach dem gleichen Schema die Elementkoordinaten in einem
Elementknotenkoordinaten-Vektor g.;. und bildet eine ,,Formmatrix“, 2, in die man Linear-
kombinationen der Interpolationspolynome so anordnet, daf fiir jeden Punkt eines Elements,
also auch fiir die Knoten,

{"’y”} — 0t (4.54)
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gilt, dann gilt wegen der Isoparametrie auch
{U$} =T - Uege - (455)

Die virtuelle Forménderungsenergie, 0II; = | P 075 dF kann

5T, = oul, / (© V)T €DV dedy uae (4.56)

1
als Integral tiber die Elementfliche F' geschrieben werden. Mit [ dzdy = [[ J d&id&s ergibt
F ~1
sich der Anteil des Elements zur Steifigkeitsmatrix & zu

1

Gete = / / @V €DV Jdédey (4.57)

-1

wobei in ® jeweils die Werte aus Gl. (4.53) eingesetzt werden miissen. Hierbei wird zwei
mal durch J dividiert, wodurch insgesamt die JACOBY- Determinante einmal i 1m Nenner iibrig
bleibt. Die Ableitungen der globalen nach den lokalen Koordinaten, 2 85 und 5 erfolgen nach
Substitution mit Gl. (4.54) durch Ableitung der Formfunktionen. Die Integration schliefslich
wird durch gewichtete Funktionswertberechnung an den GAussschen Stiitzstellen &; = i\}g,

//f §1,&2) drdéo = Zzijkf §15:&2k) (4.58)

7=1 k=1

durchgefiihrt, wobei in diesem Fall die Gewichtsfaktoren w eins sind. Die Auswertungen der
Funktionswerte an den Stiitzstellen &1 ; und &a, fiir die Ableitungsterme, die zugehorige JA-
COBY-Determinante und die damit berechneten Komponenten der Elementsteifigkeitsmatrix
Gl. (4.57) nach GI. (4.58) erfolgt numerisch. Schlieflich werden die 8x8 Komponenten der
symmetrischen Elementsteifigkeitsmatrix komponentenweise durch Summation an die ent-
sprechenden Stellen der Systemsteifigkeitsmatrix eingebaut, die den jeweiligen Positionen der
Freiheitsgrade im Systemverschiebungsvektor entsprechen.

Systemtests

Um die korrekte Implementierung der Steifigkeiten der Kontinuumselemente zu testen, wur-
de ein einfaches System (siche Abbildung 4.6) durch eine gegebene Randverschiebung bela-
stet. Die Elemente wurden fiir diesen Test willkiirlich schiefwinklig gewéhlt, um die korrekte
Umsetzung der lokalen Elementansétze zu iberpriifen. Die Auflagerreaktionen, Verzerrungen,
Spannungen und Verschiebungen der inneren und freien Randknoten des Systems mufite dann
der analytischen Losung entsprechen. (An den o,,-Spannungen, die null ergeben miissen, 1aft
sich hierbei auch die Genauigkeit des iterativen Gleichungslsers in Abhédngigkeit von seinem
Abbruchkriterium erkennen.) Um aufierdem die korrekte Implementierung der Variablenver-
kniipfungen beim Restart zu testen, wurde das System in einem zweiten Lastschritt aus dem
Restartfile elastisch weiterbelastet.
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Abbildung 4.6: Testsystem
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Um die korrekte Berechnung der Schubkomponenten zu testen, wurde ein einfacher 1-Element-
Test durchgefiihrt, bei dem die beiden unteren Knoten gefesselt und die beiden oberen Kno-
ten in y-Richtung festgehalten und in x-Richtung um ,0.5“ verschoben wurden. Die zy-
Verzerrungskomponenten mufiten dann an allen Integrationspunkten 0.5 und die xy-Span-
nungskomponenten E/(4 + 4v)) bei ebener Verzerrung bzw. (1 — v)E/(4 — 4v2)) bei ebener
Spannung ergeben.

4.2.4 Versagen durch Kohasivelemente

Das Kohésivmodell beruht auf einer Arbeit von Barenblatt [8], der fiir sprode Werkstoffe ei-
ne ,.Kohésivkraft zwischen Materieteilchen annahm, die auf Molekularkrafte zuriickzufiihren
ist. Diese Kraft nimmt bei kurzen Entfernungen zwischen den Teilchen mit wachsender Se-
paration zuerst zu, bis die Teilchen geniigend weit voneinander entfernt sind und diese Kraft
verschwindet. Mit dieser Theorie umgeht er die Frage des Spannungsverlaufs in der Néhe von
Rifsspitzen, der nach Griffith [32] am Rand eines Risses nicht mehr endlich bleibt.

Zur Anwendung bei Rifswachstumssimulationen mit Hilfe von Finite-Elemente-Modellen wur-
de es 1987 von Needleman fiir duktile Werkstoffe eingefiihrt, [55], und seither von anderen
Autoren weiterentwickelt (siehe z. B. [63, 70, 71|). Dabei werden Kohésivelemente als Interface-
Elemente zwischen Kontinuumselementen angeordnet, wo sie die Kohésivkréfte tibertragen.
Sie befolgen hierbei ein Trennungsgesetz, f(9), siche Gl. (4.59), wobei § die relative Verschie-
bung der angrenzenden Kontinuumselemente senkrecht zur Riffausbreitungsrichtung darstellt
und f die dabei auftretende Kohésivkraft. Die zur Rifentstehung benétigte Energie, I, siehe
Gl. (4.60), ist dann das Integral iiber die f(d)-Kurve und wird als Materialkonstante angese-
hen.

Im Rahmen der Entwicklung eines dem Biindelkettenmodell &hnlichen Versagensverhalten
eines Finite-Elemente-Netzes wurde eine moglichst einfache, leicht zu implementierende Tren-
nungsvorschrift zwischen den Kontinuumselementen, die den Kérnern der Mikrostruktur ent-
sprechen, gesucht, wobei die stochastischen Festigkeitseigenschaften der Fasern in einer Tren-
nungsvorschrift fiir den Zusammenhalt zwischen den Kontinuumselementen abgebildet werden
sollte. Da die stochastischen Festigkeitseigenschaften bereits den akkumulierten Festigkeiten
je einer Elementgrenzschicht entsprechen, werden diese als Knotenkohésivkrafte in einem 2-
Knoten-Kohésivelement (sieche Abbildung 4.7) implementiert.
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Um Vergleichbarkeit mit dem Biindelkettenmodell zu erzielen, werden diese Kohéasivelemente
schichtweise angeordnet. Damit wird die Verzweigung eines Risses iiber Schichtgrenzen hinweg
ausgeschlossen und es werden keine zusétzlichen Annahmen fiir die Trennung von Elementen
parallel zur Zugrichtung benétigt. Die Kontinuumselemente erhalten analog zum Biindelket-
tenmodell Einheitsgrofse und die Zahl der Kontinuumselemente wird aus der mittleren Anzahl
der Korner in der Probe bestimmt.

Kohésivformulierung

Abbildung 4.7 zeigt im linken Teil die Anordnung der 2-Knoten-Kohésiv-Elemente: Je ein
Knoten der oberen Reihe von Kontinuumselementen wird mit je einem Knoten der unteren
Reihe von Kontinuumselementen durch ein Kohésivelement verbunden. Dieses ist im mittleren
Teil der Abbildung als stabartiges Element angedeutet. Die beiden Knoten des Kohésivele-
ments haben dabei in unbelasteter Ausgangslage die gleichen Koordinaten, so daf in diesem
Zustand keine Liicken im Elementnetz entstehen.

Abbildung 4.7: 2-Knoten-Kohésivelement und -gesetz
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Die fiir die vorliegende Arbeit verwendete Kraft-Trennungsvorschrift

o {¢5 solange f < f. (4.59)

0 danach

ist im rechten Teil der Abbildung gezeigt. Mit der Trennung, §, der beiden Knoten ist die Ko-
hésivkraft, f, linear verkniipft, solange das Element ungebrochen ist. Bei einer Kraft f = f.
verliert das Element seine Festigkeit und die Kohéasivkraft wird irreversibel unabhéngig von
der Entfernung der beiden Knoten zu null. In diesem Zustand verhalten sich die Knoten der
angrenzenden 4-Knoten-Kontinuumselemente wie unabhéangige Knoten, die nur noch gemein-
same Eckknoten der beiden links und rechts angrenzenden Kontinuumselemente sind. Die
Grenzkraft f. ist die stochastisch fiir jedes Element individuell bestimmte Festigkeitsgrenze.

Eng verkniipft mit der vorliegenden Kohésivformulierung ist die Steuerung der Systembela-
stung. Solange gerade keines der Kohsivelemente den Ubergang vom ungerissenen in den ge-
rissenen Zustand erlebt, ist das Verhalten des Gesamtsystems vollig linear, so dafs eine einmali-
ge Vorschétzung mit einer beliebigen Inkrementgrofse, d. h. ein beliebiges Randverschiebungs-
inkrement, ausreicht, um den globalen Verschiebungsfaktor zu bestimmen, bei dem ein weite-
res Element seine Festigkeitsgrenze f. erreicht. Sobald dieser Zustand berechnet ist, wird die
globale Verschiebungsinkrementierung ausgesetzt, die Kraft-Trennungsvorschrift modifiziert
und ein neues inneres Gleichgewicht gesucht, welches die nun neue Kraft-Trennungsvorschrift
befriedigt. (Die Steuerung des FE-Programms wird in Abschnitt 4.2.7 gezeigt.)

Im Rahmen dieser Umlagerung von Kohésivkraften und Spannungen in den Kontinuums-
elementen kann es vorkommen, daft weitere Kohésivelemente ihre Festigkeitsgrenze erreichen
oder sogar iiberschreiten. Sie gehorchen dann so lange ihrer linearen — in Abbildung 4.7 rechts,
gepunktet gezeigten — Trennungsvorschrift bis zum Ende des Umlagerungsprozesses, wonach
ihre Festigkeit ebenfalls reduziert wird und eine weitere Umlagerungsstufe vorgenommen wird.
(Dieses Versagensverhaltens wird in Abschnitt 4.2.8 diskutiert.)

Als freier Parameter, der iiber den Input festgelegt werden kann, wurde die Steigung ) der
Kraft-Trennungsvorschrift implementiert, da diese mangels einer bekannten Grofe fiir die Ri-
fenergie danach gewahlt werden kann, daf die Trennung mdglichst gering im Verhéltnis zur
elastischen Dehnung der umliegenden Kontinuumselemente ausféllt. Die eingesetzten Werte
beeinflussen die Rechenzeit erheblich, da die Anzahl der Iterationen des iterativen Gleichungs-
16sers von den Unterschieden in den Dimensionen der Werte der Steifigkeitsmatrix abhéangen.
Ein Steigungswert in gleicher Gréfenordnung wie der E-Modul der Kontinuumselemente er-
wief sich hierbei als giinstig, wihrend eine etwa um den Faktor 10%-10° hohere Steigung die
Rechenzeit gut verdoppelte.

Mit den gegebenen Werten ¢ und f. ergibt sich §. = f./1. Die flichenbezogene Rifsenergie I'
ergibt sich damit fiir zwei anliegende rechteckige Kontinuumselemente der Breite L, zu

2
thP¢ ’

_ 1 fede

==
2 L,tp

1
=3 (4.60)
wobei die Probendicke, tp, bei ebenen Kontinuumselementen eins ist. Die Behandlung von
Kohésivelementen an den Randknoten folgt aus den beiden Forderungen, daf einerseits die
flaichenbezogene Rifsenergie konstant sein muf und andererseits die Knotenkraft nur die Span-
nung eines halben Elements {ibertragt. Dies wird programmintern dadurch berticksichtigt, dafs
sowohl die fiir die Randkohésivelemente generierte Festigkeit, als auch die Steigung v dieser
Elemente halbiert wird. Die Trennung ¢ bleibt dabei konstant.
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Um die quer zur Zugrichtung auftretenden Kréfte zwischen den Knoten der oberen und un-
teren Kontinuumsreihe zu iibertragen, wurde aus Griinden der Einfachheit das gleiche Ko-
hasivgesetz mit einem eigens wahlbaren Parameter 1, angewendet. Dieses wird aber wegen
der untergeordneten Rolle der Querverschiebungen bei kurzen Mikrorissen auch nach dem
Versagen beibehalten. Diese beiden Kohésivgesetze werden als nicht miteinander gekoppelt
angesehen.

Wegen der Formulierung des Kohésivgesetzes als Knotenkraft-Knotenverschiebungs-Gesetz ist
der Anteil des Elements zur Steifigkeitsmatrix denkbar einfach und kann direkt angegeben
werden. Wenn die lokalen Knoten wie in Abbildung 4.7 numeriert werden und die Kompo-
nenten des Elementverschiebungsvektor g,

Uty

u
Uele = uix (461)
Yy

U2y

angeordnet werden und alle positiven y-Verschiebungen und -Knotenkrifte nach oben in po-
sitive y-Richtung zeigen, wird die Elementsteifigkeitsmatrix

vy =Y 0 0

=YL v 0 0
Cee = | 0 — (4.62)
0 0 —v 9

durch die Steigungen des Kohésivgesetzes wiedergegeben. Nach dem Versagen ist ¢ = 0.

Im ungebrochenen Zustand der Kohisivelemente fithren Uberlappungen der vertikal benach-
barten Kontinuumselemente zu Druckspannungen, wodurch die Uberlappungen klein gehalten
werden. Im gebrochenen Zustand der Kohasivelemente konnen sich die vertikal benachbar-
ten Kontinuumselemente theoretisch beliebig iiberlappen, was physikalisch unsinnig ist. Die
Einfiihrung eines fiir den ,,Zug*- und Druckbereich der gebrochenen Elemente geteilten Tren-
nungsgesetzes konnte hier sinnvoll sein. Da aber wegen der reinen Zugmodellierung diese
Uberlappungen bereits gerissener Elemente praktisch nicht oder erst bei starker Schidigung,
und somit jenseits der Beriicksichtigung bei den Auswertungen erfolgt, wurde auf die Einfiih-
rung eines bimodalen Trennungsgesetzes fiir gebrochene Elemente verzichtet.

In der vorgestellten Form des Kohésivgesetzes ist eine Versagensmodellierung nur fiir Proben
mit einheitlichem Querschnitt sinnvoll, da die flichenbezogene Rifenergie durch die Konstanz
der Elementbreite aller Kontinuumselemente implizit gegeben ist. Wollte man mithilfe der 2-
Knoten-Kohésivelemente eine konsistente Riffmodellierung fiir Kontinuumselemente variabler
Breite (und/oder Hohe) durchfithren, miifte das Trennungsgesetz modifiziert werden. Zur Be-
riicksichtigung variabel breiter anliegender Kontinuumselemente miissen dann die generierten
Grenzkrifte der Kohésivelemente entsprechend der Elementrandbreite umgerechnet werden,
d.h. fiir eine Elementbreite B, muf dann f, = f2""“"* . B, eingesetzt werden, und die
Steigung 1 des Trennungsgesetzes mufs dann ebenfalls mit B, multipliziert werden, um die
Vergleichbarkeit der Riffenergie sicherzustellen. Mit dem bisher implementierten Programm-
code ist dies nur sehr schwer moglich.

Zuordnung der Grenzfestigkeiten

Die stochastisch erzeugten Grenzfestigkeiten fiir die Fasermodellrechnungen, die als Faserspan-
nung pro Einheitsfaser in eine Datei geschrieben werden, werden iiber eine Leseschnittstelle
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auch fiir das FE-Programm benutzt. Bei der Versagensmodellierung mittels der 2-Knoten-
Kohisivelemente konnen die Werte im Prinzip unveréndert als Knotengrenzkrafte verwendet
werden, wenn die angrenzenden Kontinuumselemente Einheitsgréfse besitzen und wenn man
die generierten Grenzwerte fiir die Randelemente halbiert. (Diese Halbierung wird beim Ein-
lesen automatisch vorgenommen.) Die globale Probenspannung errechnet sich dann aus der
Systembreite, die N-1 Einheitselemente breit ist, wenn N Grenzfestigkeiten pro Schicht ge-
neriert wurden.

Eine andere Moglichkeit, diese Grenzfestigkeiten in dem FE-Code zu verwenden, resultiert aus
der Uberlegung, da® die generierten Grenzfestigkeiten Grenzspannungen der Kontinuumsele-
mente darstellen. In diesem Fall verteilt man jede dieser N Grenzspannungen zur Hélfte auf
jeden Knoten einer Bruchschicht. Die Halbierung der Grenzfestigkeiten der Randkohésivele-
mente erklart sich dabei von selbst, da diese nur die integrierte Grenzspannung aus einem
halben Element erhalten, wihrend die inneren Knotenelemente je eine Halfte ihrer Kraft von
beiden halben angrenzenden Kontinuumselementen beziehen. Die globale Probenspannung
resultiert dann analog dem Fasermodell aus der Probenkraft dividiert durch N Einheitsele-
mente, wiahrend N+1 Kohésivelemente bendtigt werden.

Um einerseits die Implementierung der Kohésivelemente zu testen und um andererseits zu
untersuchen, ob einem der beiden Verteilungsschemata der Vorzug in Hinblick auf die Ver-
gleichbarkeit von Biindelketten- und FE-Modell zu geben ist, wurde das Biindelkettenmodell
mit dem FE-Code simuliert. Dazu wurden keine Kontinuumselemente verwendet, sondern es
wurde eine Biindelkette aus Kohésivelementen gebildet. Alle Kohésivelemente einer Schicht
erhielten einen gemeinsamen Knoten oben und einen gemeinsamen Knoten unten, der gleich-
zeitig der gemeinsame obere Knoten der nichsten Kohésivelementschicht ist. Die Ausdehnung
des unbelasteten Systems ist also null. Die Generierung der N xM Grenzwerte erfolgte nur
einmal. Dann wurden diese diskreten Werte einmal mit dem Biindelkettenmodell und je ein-
mal mit jedem der beiden Verteilungsschemata auf die Kohésivelemente berechnet. Die globale
Zugspannung berechnete sich fiir die FE-Rechnungen so, als ob Kontinuumselemente in Ein-
heitsgrofe vorhanden wéren.

Der Verlauf der auf die untere Generierungsgrenze, a, normierten Probenspannung iiber der
Schéadigung ist in Abbildung 10.10 auf Seite 140 wiedergegeben. Die Kurve der FE-Rechnung,
bei der den Kohésivelementen die Grenzwerte der Fasern zugewiesen wurden (griin), verlauft
nahezu exakt auf der Kurve des Biindelkettenmodells (schwarz), wihrend die Kurve, bei der
den Kohésivelementen je die Hélfte zweier benachbarter Grenzwerte zugewiesen wurde (rot),
wesentlich hohere Systemspannungen bei gleichzeitig deutlich niedrigerer Schadigung erreicht.
Es zeigt sich hierbei sehr drastisch, daf die beiden Interpretationen fiir die Grenzbelastungen
nicht zu den gleichen Resultaten fiihren, sondern daf es fiir die Vergleichbarkeit der Ergebnisse
notwendig ist, daf die diskreten Versagensgrenzwerte unveriandert verwendet werden.

Werden die an den Kohésivelementen als Versagenskriterium verwendeten Grenzkrifte direkt
miteinander verglichen, zeigt sich der Grund der unterschiedlichen Ergebnisse. Fiir die Rech-
nung verwendet wurde eine Probe bestehend aus 150 Schichten a 30 Grenzwerten mit einer
(=2 breiten Grundverteilung. (Die untere Generierungsgrenze, a, betrug 500 MPa). In Ab-
bildung 10.11 sind griin die Verteilung und die kumulative Verteilung der 4500 generierten
Grenzwerte zu sehen. Diese entspricht recht gut dem analytischen Verlauf der Grundvertei-
lungsfunktion. (Fir die Haufigkeitsverteilung wurden 20 dquidistante Cluster benutzt und die
Haufigkeit aller diskreten Werte innerhalb der Clustergrenzen gezéhlt.)

Die rote Verteilung ist die Verteilung der erzielten Grenzwerte, nachdem jeweils zwei benach-
barte Grenzwerte zu halben Teilen einem Kohésivelement zugewiesen wurden. Es ist offen-
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sichtlich, daf die Grenzwertverteilung nun nicht mehr der Grundverteilung entspricht, sondern
deutlich mehr Werte im mittleren Grenzwertbereich liegen. Durch die geringere Wertedichte
im unteren Bereich wird eine héhere Belastbarkeit der Probe erzielt und durch die geringe-
re Streuung der Grenzwerte setzt kaskadenartiges Durchbrechen bereits bei einer geringeren
Gesamtschidigung ein.

4.2.5 Versagen von Flichenelementen

Als alternativen Versagensmechanismus wurde den elastischen Kontinuumselementen das Ver-
sagen aus ihrer elastischen Geraden heraus implementiert. Hierbei werden die stochastischen
Versagensgrenzwerte als Grenznormalspannungen dieser Elemente eingelesen. Am Ende jeden
Lastschritts, wenn die Knotenkréfte sich im Gleichgewicht befinden, werden die Element-
spannungen berechnet und die Spannungskomponenten parallel zur Zugrichtung, o, mit der
Versagensgrenzspannung verglichen. Beim Uberschreiten dieser Spannung bricht das Konti-
nuumselement und sein E-Modul wird auf null gesetzt, wodurch das ganze Element keinerlei
Kréafte mehr iibertragt.

Die Spannungen werden an den 4 Integrationspunkten gesondert berechnet. In der Regel wird
ein Element als gebrochen angesehen, wenn einer der Integrationspunkte die Elementgrenz-
belastbarkeit erreicht hat.

Aufgrund der linearen Spannungs-Dehnungsbeziehung 14fst sich wie bereits bei den zuvor be-
schriebenen Kohésivelementen die notwendige Schrittgrofe mittels elastischer Vorschitzung
bestimmen, bei der das néchste Element seine Festigkeitsgrenze erreicht hat. Die Laststeue-
rung des Systems erfolgt somit in gleicher Weise wie beim Kohésivmodell und ist in Abschnitt
4.2.7 beschrieben.

Bei diesem Modell kénnen Risse nicht nur in Schichten senkrecht zur Belastungsrichtung
wachsen, sondern sich in alle Richtungen ausbreiten. Fiir die numerische Behandlung ist dieses
Modell anspruchsvoller, da hierbei die Schiadigungsentwicklung dazu fithren kann, daf einzelne
Knoten oder sogar grofere Bereiche des Systems ,herausbrechen und kinematisch werden.
Die Behandlung dieses Phénomens wurde bereits im Abschnitt 4.2.3 ab Seite 55 gezeigt.

4.2.6 Gleichungsloser

Zentraler Teil jedes Finite-Elemente-Systems ist eine Routine zur Bestimmung der Unbekann-
ten in Gl. (4.46). Bei der Erstellung des ersten Prototyps des Finite-Elemente-Codes wurde
ein zuverlédssiger Gleichungsloser gebraucht, bei dem es weder auf Geschwindigkeit noch auf
besondere Speicherstrukturen ankommt, der dafiir aber mit wenigen algebraischen Tests fiir
die implementierte Routine auskommt. Hierfiir wurde ein einfaches GAUSSsches Eliminations-
verfahren aus der Sammlung von Engeln-Miillges [28] verwendet.

Um das FE-Programm mit einer Mindestmenge an Freiheitsgraden fiir die stochastische Auf-
gabenstellung nutzen zu koénnen, ist dieser Losungsalgorithmus zu speicherhungrig und lang-
sam, da wegen der Pivotisierung die vollstindige Steifigkeitsmatrix inclusive fithrender Nullen
abgespeichert werden muf.

Als verbesserter Solver wurde deshalb eine CHOLESKY-Zerlegung der Steifigkeitsmatrix im-
plementiert. Hierbei wird die Matrix £ in eine Linksdreiecksmatrix und eine Diagonalmatrix

A=coeT (4.63)
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zerlegt. Von ® sind dabei nur die Diagonalelemente, d;;, besetzt, die jeweils nur den Wert +1
oder —1 annehmen. ® kann deshalb in Form eines Vektors abgespeichert werden. Die Zerle-
gung wird dabei so durchgefiihrt, daf £ die wegen ihrer Symmetrie nur bis zur Hauptdiago-
nalen abgespeicherte Matrix K sukzessiv iiberschreibt. Bei dieser Zerlegung bleiben fithrende
Nullen null, so daf auch keine Notwendigkeit besteht, fiir sie Speicherplatz vorzusehen. Wegen
dieser Eigenschaft, bei der ein Gleichungssystem einer diinn besetzten Matrix ohne zusétzlich
notwendigen Speicherplatz gelost wird, nennt man eine solche Routine einen Sparse-Solver.
Aufgrund der Bandstruktur von 8 spart dies zwischen 70 und 90% des fiir die volle Matrix
vorzusehenden Speicherplatzes.

Das Gleichungssystem Gl. (4.46) 1a#t sich mithilfe von £ und ® durch Vorwérts- und Riick-
wartsauflosung l6sen, ohne weiteren Speicherplatz zu belegen, indem zuerst ein Hilfsvektor p
durch

Ly="0 (4.64)

bestimmt wird. Hierbei wird b durch y Zug um Zug tiberschrieben und anschlieffend Au wegen
D! =® durch

LAu=D"1y (4.65)

bestimmt. Dabei kann y wiederum durch Au iiberschrieben werden.

Bei der Aufstellung der Systemmatritzen stehen im Vektor der Knotenverschiebungen so-
wohl zu bestimmende als auch bekannte Werte, die aus den vorgegebenen Verschiebungs-
Randbedingungen stammen. Wird das Gleichungssystem nicht durch Umspeicherung so zer-
legt, dafs bei Aufruf des Solvers im Vektor der Knotenverschiebungen nur noch Unbekannte
stehen, sondern, wie bereits in Abschnitt 4.2.3 (auf Seite 54) beschrieben wurde, diese Auf-
teilung nur gedacht ist und durch den Vektor a (mit den symbolischen Konstanten U_IS_FIX
und U_IS_VAR) definiert wird, ist dieses Verfahren ohne Einschrankung anwendbar, indem alle
definierten Operationen nur auf die Zeilen/Spalten angewandt werden, fiir die a; = U_IS_VAR
gilt.

Fiir grofere Gleichungssysteme, wie sie wegen des stochastischen Ansatzes notwendig werden,
erwies sich auch dieser Solver noch als unzureichend. Zur weiteren Einsparung von Speicher-
platz wurde nach einer Moglichkeit gesucht, das Gleichungssystem auch dann 16sen zu kénnen,
wenn nur fiir den besetzten Teil der Steifigkeitsmatrix Speicherplatz bereitgesellt wird, da die-
ser meist weniger als 10% der vollen Bandstruktur ausmacht. Zur Gleichungslosung muf dann
eine Methode angewandt werden, die ohne Matrixinvertierung auskommt. (Die hierfiir ver-
wendete Speicherstruktur, die auch Hinweise enthalten muf, in welcher Spalte der Matrix sich
die gespeicherten Werte befinden, ist in [64] beschrieben.)

Um die Matrixinvertierung zu umgehen muft das Gleichungssystem iterativ gelost werden.
Dazu wird eine Vorschiitzung Au® des Losungsvektors Au des Gleichungssystems Gl. (4.46)
bestimmt. Diese ist beliebig und kann der Nullvektor sein. Die nichtausgeglichenen Anteile
des Gleichungssystems, die in diesem Fall die unausgeglichenen Knotenkréfte

t'=b—RAY miti>0 (4.66)

sind, werden nun iterativ solange verringert, bis der ermittelte Losungsvektor der Iterations-
stufe i, Au’, das Gleichungssystem hinreichend genau lést, m.a. W. der nichtausgeglichene
Anteil t* gegen den Nullvektor strebt.

Als Konvergenzvorschrift zur Iteration wurde die beschleunigte Konjugierte-Gradienten-Me-
thode nach [36] verwendet. Diese Methode unterscheidet sich von der Methode der konjugierten
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Gradienten, die ihrerseits eine Variation der Methode des steilsten Abstiegs darstellt, durch
die Verwendung einer Vorkonditionierungsmatrix, die in den Algorithmus eingebaut wird,
wobei sich das Konvergenzverhalten gegeniiber der einfachen Methode deutlich beschleunigt.
(Testvergleiche ergaben eine um etwa den Faktor 5 schnellere Konvergenz.) Als Vorkondi-
tionierungsmatrix wird die unvollstdndig zerlegte Linksdreiecksmatrix (s.o.) des CHOLESKY-
Algorithmus eingesetzt. Mit unvollstdndig zerlegt® wird ein Verfahren bezeichnet, bei dem
nur die besetzten Stellen der Matrix nach dem CHOLESKY-Verfahren beriicksichtigt werden,
also ist L;; = 0 wenn K;; = 0 ist.

Die Methode basiert auf der Forderung der Minimierung der potentiellen Energie
1
W(Au) = 5 AuT & Au — b7 Au, (4.67)

wobei der Vektor v die Richtung der grofiten Variation von W am Punkt Au darstellt. Vom
Punkt Au’ wird solange in Richtung von t’ gegangen, bis das Potential des neuen Punktes
Autl W(Au ), wiederum minimal ist, usw.. Mittels dieser senkrecht aufeinanderstehenden
,Richtungsvektoren“ werden nacheinander additive Verbesserungen fiir Au bestimmt. Wenn
keine Rundungsfehler auftreten, konvergiert das Verfahren in endlich vielen Schritten gegen
die exakte Losung. Eine vollstdndige Beschreibung dieser Losungsmethode und ihrer Imple-
mentierung findet sich in [64] und soll hier nicht wiederholt werden.

Als Abbruchkriterium dieser Iteration sind 3 verschieden strenge Kriterien implementiert, die
iiber den Programminput selektierbar sind. Je strenger das Abbruchkriterium ist, desto mehr
Rechenzeit bendtigt die Iteration. Das strengste Kriterium sieht vor, daf in zwei aufeinander-
folgenden Iterationsstufen sich keine einzige der Komponenten des Losungsvektors, Au, mehr
(numerisch) éndert:

(Auf — Auf')> =0 mit J = Anz. FG. (4.68)
1

J
Jj=

Eine etwas weniger strenge Bedingung sieht vor, dafs sich am Betrag der verbesserten Losung,
| Aut||, gegeniiber dem Betrag der vorangegangen Losung, ||Au’~!||, nichts mehr #indert?:

J J
AW = |Au Y = 1Y (Au)2 = | (Aui )2 =0 mit J = Anz. FG. (4.69)

j=1 j=1

Und die ,weichste Bedingung schlieflich ist, daf keine Komponente des Restvektors grofser
ist als die zuldssige Knotenungleichgewichtskraft des umgebenden NEWTON-Verfahrens, also
max |1";| < Pmax zui- Im Normalfall wurde diese letzte Bedingung verwendet. Die Rechenzeiter-
sparnis gegeniiber der strengsten Abbruchbedingung betragt hierbei bis zu 60%, ohne daf bei
Vergleichsrechnungen je deutlich unterschiedliche Ergebnisse, also Bruchspannung und zuge-
horige Schidigung, beobachtet worden wéren.

Alle 3 Losungsroutinen sind in das FE-Programm eingebaut und iiber den Programminput
selektierbar. Speicherplatz ist nur soviel vorgesehen, wie das Minimalsystem bendtigt. Wird
einer der ersten beiden Solver ausgewahlt, wird bei Programmstart eine Initialisierungsrouti-
ne aufgerufen, um den zusétzlich notwendigen Speicherplatz einmalig fiir den restlichen Pro-
grammlauf bereitzustellen. Bei Verwendung einer der beiden ersten Solver mufs dann allerdings

2Wegen der Summation bei der Bestimmung des Skalarprodukts ist dieser Zustand friiher erreicht, da die
Addition des Quadrats sehr kleiner Werte keine Anderung der numerischen Summe bewirkt.
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jeweils bei Solveraufruf umgespeichert werden, so daf eventuelle Geschwindigkeitsvorteile des
Sparse-Solvers bei sehr kleinen Systemen kaum zum Tragen kommen kénnen. Der Vorteil die-
ser Moglichkeit besteht aber darin, dafs jederzeit — vorausgesetzt das System ist hinreichend
klein — Vergleiche angestellt werden kénnen, was besonders anféngliche Tests moglich machte.

Abbruchbedingungen und Toleranzen

Die Genauigkeit, mit der die Lésung der Knotenverschiebungen bestimmt wird, kann durch das
Abbruchkriterium der Lésungsiterationen bestimmt werden. Diese Genauigkeit schldgt auf die
Genauigkeit bei der Bestimmung der Knotenkréfte des umgebenden NEWTON-Algorithmus
durch. Beim Kohésivmodell, bei dem die Knotenkrifte direkt mit den Versagenskriteriem der
Elemente verkniipft sind, ist sofort einsichtig, daf die Genauigkeit, mit der dieses Kriterium
erfiillt werden soll, nicht hoher sein darf, als das fiir das Knotengleichgewicht.

Der Input des FE-Programms kennt 2 Toleranzparameter, einen fiir das zuldssige Knotenun-
gleichgewicht und einen fiir das Treffen der Elementversagenskriterien. Das letztere bestimmt,
wie hoch der Toleranzbereich zwischen dem Versagensgrenzwert eines Elements und der er-
reichten Genauigkeit bei der Bedingung fiir das Elementversagen ist, d.h. ist die erreichte
Knotenkraft eines Kohésivelements im Bereich Versagensgrenzwert 4+ Toleranz, bricht das
Element. (Beim Kontinuumsmodell ist das die Spannung.) Da diese Toleranz nicht kleiner
sein darf, als die Toleranz beim Knotengleichgewicht, wird letztere ggf. auf die erste abgemin-
dert.

Die weiche Abbruchbedingung des Solvers, max \7’;| < Pmax zul, 18t an die Toleranz gekniipft,
die fiir das Gleichgewicht der Knotenkrifte gefordert wird, da nicht zu erwarten ist, daft die
Knotenkréfte (wenn nicht zuféllig) mit hoherer Genauigkeit durch eine NEWTON-Iteration
bestimmt werden konnen, als der zugehorige Gleichungsloser diese Werte bestimmt.

Die ersten beiden Abbruchkriterien des Gleichungslosers sind dabei grundsétzlich mit der wei-
chen Bedingung nicht direkt vergleichbar, da sich die ersten auf den Lésungsvektor beziehen,
die letzte aber nur indirekt damit verbunden ist. Dabei ist anzumerken, dals gezeigt wurde,
daf der Restvektor t auch dann noch kleiner wird, wenn der Losungsvektor Au numerisch
bereits auf der Stelle tritt, sich also nicht mehr dndert. Dies liegt daran, daf v einen eigenen
update-Algorithmus besitzt und nur am Anfang der Iteration mit Gl. (4.66) bestimmt wird
(siche [64]). Ein zu strenges Abbruchkriterium fiir die Restkréfte wiirde sich deshalb zwar er-
fiillen lassen, dies wiirde aber die Losung gegeniiber der Forderung Gl. (4.68) nicht verbessern.
Es ist deshalb durchaus sinnvoll, das Abbruchkriterium, das sich auf die Restkrafte bezieht,
als weich zu bezeichnen, da es nur bei einer weniger strengen Forderung konsistent einsetzbar
ist. Es seien deshalb hier einige Grofsenordnungen wiedergegeben.

In dieser Arbeit wurden fiir das Knotenungleichgewicht Kréfte zugelassen, die bei 0.1 bis
0.001 N liegen, wihrend die Versagensgrenzkrifte des Kohésivmodells > 400 N generiert wur-
den. Da sich die Restkrifte bei der verwendeten Formulierung im Verlauf der Rechnung nicht
aufaddieren, sondern in jedem Lastschritt als Ganzes neu berechnet werden, reicht es vollig
aus, Knotenkréfte bis auf 0.1 N genau zu bestimmen.

Werden 20x100 Versagensgrenzwerte mit einer Grundverteilungsbreite (=5 generiert, betriagt
der mittlere Abstand?® dieser Versagensgrenzen untereinander 1N, bei 40x200 generierten
Grenzwerten 0.25N. Eine Toleranz fiir das Versagen in gleicher Grofe des zuléssigen Kno-
tenungleichgewichts, 0.1 N, ist damit so gewahlt, dafs selbst bei maximaler Ausnutzung der

3ohne Beriicksichtigung der exponentiellen Verteilungsfunktion, bei der im unteren Bereich die Werte weiter
auseinanderliegen als im oberen Bereich
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Toleranz an jedem Knoten der mittlere Abstand zwischen den Versagensgrenzwerten nicht
iiberschritten wird. Es zeigt sich aber auch, daff bei sehr schmalen Grundverteilungsbreiten
oder sehr vielen Elementen, diese Toleranz besser abgesenkt wird, will man vermeiden, dafs
zu viele Elemente auf einmal aufgrund der grofsen Toleranz brechen.

Wird fiir den Gleichungsloser das Restkrafteabbruchkriterium so gewahlt, daft maximal 0.1 N
zuléssig sind, liegt der normierte Betrag der Differenz des Losungsvektors zweier aufeinan-
derfolgender Iterationen, das ist die Wurzel des auf die Anzahl der Freiheitsgrade normierten
strengen Solver-Abbruchkriteriums,

J i i—1
AA T (At — AutTH)2

bei etwa 0.001 mm fiir ein 20x100 Elemente-System wenn das Abbruchkriterium greift. Das
ist nach ca. 80 Iterationen erreicht.

Bei Verwendung der strengsten Abbruchbedingungen, wenn also der Wert von Gl. (4.70) null
ist, ist der maximale Wert des Restkraftevektors etwa 5e-12 N; dafiir werden etwa 200 Itera-
tionen bendtigt.

Das Abbruchkriterium Gl. (4.69) ist dabei nach ca 130 Iterationen erreicht, wobei der Wert
des Restkréftemaximums ebenfalls bei 5e-12N liegt. Der Wert fiir Gl. (4.70) betrdgt dann
etwa 3 e-16 mm.

4.2.7 Steuerung des FE-Programms

Die Probenbelastung erfolgt durch eine Knotenerschiebung am oberen Rand, wobei alle Kno-
ten des Rands jeweils um den gleichen Betrag, u°*°", bewegt werden. Im Verlauf einer Rech-
nung wird die Randverschiebung genau soweit erhoht, daft mindestens ein Element seine in-
dividuelle Festigkeitsgrenze gerade erreicht. Danach gilt das Element als gebrochen und seine
Festigkeit wird auf Null reduziert, was die Neuberechnung des inneren Verschiebungs- und
Spannungszustands des verbliebenen Systems erfordert. Wenn diese nicht zum Versagen wei-
terer Elemente fiihrt, wird die Randverschiebung soweit vergrofert, dafs wiederum mindestens
ein Element seine Festigkeitsgrenze erreicht. Nach dem Versagen einiger Elemente reicht das
Versagen nur eines weiteren Elements zum kaskadenartigen Versagen weiterer Elemente aus.

Bestimmung der Verschiebungsinkremente

Vergroferungen der Randverschiebung werden nur durchgefiihrt, wenn bei der erreichten Pro-
bendehnung keine weiteren Elemente mehr versagen kénnen. Wegen der Linearitét der Ma-
terialgesetze in diesem Zustand kann durch einen Schétzschritt die fiir das Brechen eines
weiteren Elements notwendige Randverschiebung berechnet und aufgebracht werden, ohne
diese in kleinen Zwischenschritten zu erhohen, wie dies notwendig wére, wenn ein nichtlinea-
res Materialgesetz verwendet wiirde.

Die Berechnung des notwendigen Inkrements berechnet sich dabei fiir jedes Element durch
eine lineare Inter- bzw. Extrapolation der fiir das Bruchkriterium mafgeblichen Werte ohne
Beriicksichtung von Toleranzen. Fiir das Versagen der Kontinuumselemente ist das die yy-
Spannungskomponente, fiir das Kohdsivmodell die yy-Komponente der Knotenkraft. Die -
Werte des letzten abgeschlossenen und des aktuellen Belastungsschritts sind bekannt, o~ und
o’. Damit 148t sich ein Vielfaches, A, berechnen, um die Grenzspannung, o, zu erreichen, also
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A= (0.—0"" 1) /(0! — "7 1). Dieses wird auf die aktuelle Schrittgrofe angewandt. Der kleinste
so errechnete Wert aller Elemente liefert dann den Faktor der erforderlichen Schrittgrofse,
A = min\. Damit wird das erforderliche Verschiebungsinkrement zu Au't! = AAw’ bei
Schrittwiederholung, d.h. A < 1, bzw. Au‘t! = (A — 1)Au bei einem zusitzlichen Schritt,
d.h. A>1

Anhalten der Probendehnung bei Elementversagen

Das theoretisch vorhergesagte und bei den Fasermodellen auch gezeigte kaskadenartige Durch-
reifsen eines grofen Teils des Restquerschnitts der Probe geht im Experiment plotzlich vonstat-
ten und zeigt sich dort praktisch unangekiindigt. Um dieses Phinomen im Finite-Elemente-
Modell abbilden zu kénnen, wurde das Elementversagen als plotzliches Versagen modelliert
und die Inkrementierung der makroskopischen Verschiebung bei Bruch eines Elements solange
angehalten, bis die im Probeninneren aufgrund diskreter Mikroriffentstehung hervorgerufenen
Spannungsumlagerungen auf bis dahin ungeschédigte Elemente — und damit moéglicherwei-
se nachfolgend induziertes Riffwachstum — abgeschlossen sind und das System wieder einen
stabilen Zustand erreicht hat oder durchgebrochen ist.

Wiirde man die makroskopische Verschiebung wahrend dieses Umlagerungsprozesses weiter
erhohen, wiirden sich die beiden Prozesse {iberlagern und immer nur ein weiteres Stiick Rif-
wachstum bei jedem Verschiebungsinkrement berechnet werden. Die Probenspannung wiirde
dann einerseits durch die Bruchvorgéinge gemindert, wéahrend sie durch das Verschiebungs-
inkrement gleichzeitig zuerst einmal vergrofert wiirde, so dafs sich das Spannungsmaximum
verlagern wiirde. Der Betrag dieser Verlagerung hinge von der Schrittgrofe und der Dich-
te der diskreten Grenzbelastbarkeiten ab und wére wegen des stochastischen Charakters der
Elementfestigkeiten nicht kalkulierbar.

Bekannte Finite-Elemente-Programme, wie etwa ABAQUS?, gestatten kein Anhalten der
Lastinkrementierung aus dem Programmlauf heraus. Bei der Verwendung von ABAQUS-
User Elementen beispielsweise kann lediglich eine faktorielle Verkleinerung der Schrittweite
gefordert werden®.

In dem dieser Arbeit zugrundeliegenden selbst entwickelten FE-Code wird bei Versagen eines
Elements das globale Verschiebungsinkrement, Au®®", mittels eines einfachen Schalters zu
null gesetzt, so dafs ausschlieflich innere Belastungsumlagerungen berechnet werden, bis alle
daraus entstandenen Folgebruchvorginge abgeschlossen sind. Danach kehrt das Programm
zur normalen globalen Verschiebungsinkrementierung zuriick.

Lastumlagerung

Die Feststellung des inneren Gleichgewichts nach dem Bruch eines Elements erfolgt unter der
Annahme, daff sich die gesamten Krifte im Probeninneren quasi-statisch sofort nach dem
Elastizitatsgesetz auf die verbleibenden Elemente umlagern. Hierbei bleiben ungebrochene
Elemente bis zum Ende dieses Rechenschrittes ungebrochen, auch wenn ihre Festigkeitsgrenze
dabei iiberschritten wird. Erst am Ende dieses Schrittes werden alle Elemente, die infolge der
inneren Lastumlagerung ihre Grenztragfihigkeit erreicht oder iiberschritten haben, ihrerseits
als gebrochen markiert und der Spannungsumlagerungsprozess zum Erhalt eines neuen inneren

4ABAQUS® ist ein Programm der Hibbitt, Karlsson & Sorensen (HKS), Inc, Pawtucket, Ri, USA
Ssiche UEL: Parameter pnewdt siche [46]
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Gleichgewichts erneut durchgefiihrt. (Zur Problematik der Lastumlagerung ohne Zulassung
von Grenzfestigkeitsiiberschreitung siche Abschnitt 4.2.8)

Ende der Rechnung

Noch bevor kaskadenartige Riffvergrofierung einsetzt, erreicht die Probe ihre maximale Zugfe-
stigkeit. Dies wird als Zeitpunkt des makroskopischen Probenbruchs gedeutet. Danach erfolgt
ein starker Abfall der #uReren Reaktionskraft. Die Fortsetzung der Rechnung nach Uber-
schreiten der Maximallast ist physikalisch nicht mehr sinnvoll und daher aus 6konomischen
Griinden iiberfliissig.

Jede Erhohung der Randverschiebung erzeugt ein lokales Maximum im globalen Reaktions-
kraftverlauf, da bei Festhalten des dufleren Verschiebungszustands die Reaktionskraft nach
dem Bruch wieder absinkt. Das Uberschreiten des Kraftmaximums kann somit erst einige
Schritte spater festgestellt werden, wenn ndmlich das Absinken der Reaktionskraft signifikant
wird. Aufgrund des kaskadenartigen Versagens ab einer gewissen Vorschiddigung nimmt nach
dem Erreichen der Maximallast die globale Kraft sehr schnell ab, wihrend gleichzeitig die
Schédigung nach oben schnellt. Typische Kurven fiir diese Verhalten sind in den Abbildungen
10.12 und 10.13 gezeigt. Als guter Kompromifs zwischen Eindeutigkeit und Rechenaufwand
erwiefs es sich, die Rechnungen abzubrechen, wenn die globale Kraft unterhalb 80% der bisher
erreichten Maximalkraft abgesunken ist.

Fithrt man die Rechnung danach dennoch weiter, erfolgt in den wenigsten Féllen ein ein-
deutiges Durchbrechen der Modellprobe, sondern es kommt letzlich aufgrund vorherrschender
Schubverformungen zu einer Delaminierung der Probe, wie sie auch in Abbildung 10.16 zu se-
hen ist. Die zugehorige makroskopische Last—Verformungskurve, die dabei der eines Materials
wie Beton dhnelt, bei dem noch deutliche Spannungen nach Uberschreiten der Maximallast
beobachtet werden (siehe z.B. [2,21]), nicht aber den Last—Verformungskurven der dieser
Arbeit zugrundeliegenden Werkstoffe, ist in Abbildung 10.15 rechts zu sehen. Dieser Delami-
nierungsvorgang erstreckt sich oft iiber sehr viele Lastschritte. Ein friithzeitiger Abbruch der
Rechnungen tragt deshalb zu erheblichen Einsparungen von Rechenzeit bei.

Im Folgenden wird der Berechnungsablauf schematisch dargestellt.

Berechnungsablauf des FE-Programms

-1- Neues Inkrement mit beliebiger Randverschiebung. Innere Verschiebungen iterieren, dafs
Knotenkréfte im Gleichgewicht (NEWTON-Iteration). Weiter bei -2-, -3- oder -4-.

-2- Wenn Inkrement zu klein (es bricht kein Element): Schritt wird akzeptiert. Schrittgro-
fenvorschétzung (> 1) zum Erreichen der nichsten Grenzspannung berechnen. Reakti-
onskraft aus Knotenkriften berechnen. Update: max F'. AusgabenT. Weiter bei -5-.

-3- Wenn Inkrement zu grof8 (kleinste Grenzspannung tberschritten): Inkrement verwerfen.
Schrittgrofenvorschitzung (< 1) zum Erreichen der néchsten Grenzspannung berech-
nen. Weiter bei -5-

-4~ Inkrement richtig (mindestens ein Element bricht gerade): Schritt wird akzeptiert. Un-
tersuchung, welche Elemente brechen, und deren Markierung. Reaktionskraft aus Kno-
tenkraften berechnen, dabei werden die aktuell neu gebrochenen Elemente nicht bertick-
sichtigt. Update: max F'. AusgabenT. -7- priifen. Wenn weiter, dann weiter bei -6-.
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-5- Neues Inkrement mit Randverschiebung aus Vorschétzung. Innere Verschiebungen ite-
rieren, daf Knotenkrifte im Gleichgewicht sind (NEWTON-Iteration). Weiter bei -4-

-6- Neues Inkrement, wobei Randverschiebung unverdndert bleibt. Festigkeit von als gebro-
chen markierten Elementen ist Null. Innere Verschiebungen iterieren, dafs Knotenkrafte
im Gleichgewicht sind (NEWTON-Iteration). Feststellen ob weitere Elemente brechen
und ggf. markieren. Reaktionskraft aus Knotenkréften berechnen, dabei werden die zu-
letzt gerade gebrochenen Elemente nicht beriicksichtigt. Update: max F'. AusgabenT. -7-
prifen. Wenn weiter: falls weitere Elemente gebrochen markiert sind -6- wiederholen,
andernfalls weiter bei -1-.

-7- Rechnung wird abgebrochen, wenn F' < 0.8 - max F'.

f ausgegeben werden hierbei einerseits (in ein ,*.tab-File*) die Randverschiebung der
oberen Knoten, u°, die makroskopische Last, F=Summe der Knotenauflagerkréfte, und
die Anzahl gebrochener Elemente, Ny; gleichzeitig werden die Nummern der gerade neu
gebrochenen Elemente in eine Kontrolldatei ausgegeben.

4.2.8 Uberschreiten der Belastbarkeitsgrenzen

Am Beispiel des Kohésivmodells wurde das Probenverhalten analysiert, wenn das Materialge-
setz nach Elementbruch eine unstetige Anderung erfahrt, wie es die in Abschnitt 4.2.4 gezeigte
Versagensmodellierung mit sich bringt.

Setzt man dabei die Festigkeit eines Kohésivelements, welches seine Tragfahigkeitsgrenze er-
reicht hat, plétzlich zu null, erhalten umliegende Elemente eine ebenso plotzliche Lastande-
rung, die sie iiber ihre Tragfihigkeitsgrenze hinaus belasten kann.® Will man dies vermeiden,
muf ein Zustand ermittelt werden, der unter Beriicksichtigung sémtlicher Einzelbelastbarkei-
ten jedem Element eine Belastung zuweist, die auf ihren Kraft-Verschiebungskurven unterhalb
des jeweiligen Grenzwerts f. liegt oder null ist, wenn ihre Belastbarkeit durch die Lastum-
lagerung tiberschritten wiirde. Dieser Vorgang wiirde iiblicherweise iterativ geschehen. Bei
einem Gradientensprung oder einer Unstetigkeitsstelle im Materialgesetz ist dies aber nicht
durchfiihrbar.

Setzt man die Elementsteifigkeit herab, sobald ein Element seine Belastbarkeitsgrenze erreicht
hat, fiihrt das dazu, daf Nachbarelemente bei der Umordnung der inneren Kréafte einen Sprung
in ihrer Belastung erleben, der sie moglicherweise iiber ihre Belastbarkeit hinaus belastet. In
der Folge werden auch Elemente unter- und oberhalb dieser Elemente hoéher belastet und
bekommen damit den Belastungssprung ebenfalls zu spiiren. Auf diese Weise kann es vor-
kommen, dafs als Folge der plotzlichen Lastumlagerung mehrere Elemente in verschiedenen
Schichtebenen des Systems gleichzeitig ihre Belastbarkeitsgrenze iiberschreiten und dann in
einem weiteren Lastumlagerungsschritt gleichzeitig als gebrochen behandelt werden, so dafs
die Schadigung iiberschétzt wird.

Alternativ dazu kann die Kraft, die das versagende Element bisher getragen hat, in kleinen
Schritten auf null reduziert werden, so dafs jedes andere ungebrochene Element eine Lastédnde-
rung entsprechend dem reduzierten Lastanteil erhélt, womit umliegende Elemente in kleineren
Spriingen mehrbelastet werden und somit moglicherweise weniger Elemente ihre Versagens-
bedingung tiberschreiten.

5Dies ist beim Biindelkettenmodell nicht anders, dort muR allerdings keine Gleichgewichtsbestimmung
durchgefiihrt werden.
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Ein Festhalten der Relativverschiebung . des brechenden Elements bei diesem schrittweisen
Vorgehen ergibt dabei keinen Sinn, da das anschlieRende Freilassen der Relativverschiebung
eine neue Gleichgewichtssuche erfordert. Es ist aber mdoglich, einen Gleichgewichtszustand zu
finden, bei dem die Kraft des Kohésivelements auf einem beliebig niedrigeren Level, fr = - f.
mit 0 < A < 1 ,eingefroren wird und die zugehdrige Separation § > d. gesucht wird. Dies
entspricht einem vollplastischen Trennungsgesetz bei einem definierten Kraftzustand.

Um diesen Zustand zu finden, muf die Forderung fr = f* im Rahmen der NEWTON-Itera-
tionsvorschrift Gl. (4.43) fiir das Element in allen Iterationsstufen erfiillt sein. Zu Beginn des
Inkrements herrscht durch das willkiirliche Herabsetzen der Reaktionskraft eines Elements
Knotenungleichgewicht, so dafs dieses erst iterativ ermittelt werden mufs. Das Kohésivgesetz
wird zu Beginn des Inkrements fiir das Element mit der reduzierten Kraft bei der Aufstellung
der Steifigkeitsmatrix so formuliert, da f© = fr gilt, d. h. ¥° 6 = fg fiir beliebige Separation
80, also 0 = fr/6°. Der Elementanteil fiir den Au-Term der NEWTON-Vorschrift Gl. (4.43),
R =6+ d6 muk nun in jeder Iterationsstufe ¢ verschwinden. Fiir das Kohésivelement kann
dieser Term

oWs) . (0
a5 0= <65

5+ W) AS =0 (4.71)

i

geschrieben werden, wobei ¢ nicht veréindert werden kann und A¢ variabel bleibt. Um die
Forderung zu erfiillen, wird

o
5 = 5 (4.72)
gesetzt, womit sich der y-Anteil der Ableitungsmatrix der Steifigkeit, dS, zu
' }
P 47)

ergibt. Hierbei wird in jeder Iterationsstufe 1)¢ = fr/&° gesetzt.

In den Abbildungen 10.14 und 10.16 ist ein Testsystem mit Kohésivelementen gezeigt, bei
welchem die Last versagter Elemente einmal in kleinen Stufen (Abbildung 10.14) umgelagert
wurde und einmal in grofsen Stufen (Abbildung 10.16). Es zeigt sich deutlich, daf das plétzliche
vollstdndige Versagen die Delaminierung des Systems begiinstigt.

Es wére deshalb wiinschenswert, die Reduzierung der von einem brechenden Element {ibertra-
genen Last in so kleinen Schritten zu reduzieren, daf jedes (aufgrund von Lastumlagerungen)
nachfolgend brechende Element seine individuelle Festigkeitsgrenze gerade eben erreicht, um
somit bei keinem Element eine temporire Uberbelastung zuzulassen. Dies ist allerdings theo-
retisch undurchfithrbar, wie leicht zu erkennen ist, wenn man einsetzende Kettenreaktionen
berticksichtigt: bricht ndmlich als Folge einer bestimmten Lastreduzierung des ersten Bruchs
ein weiteres Element kann das dritte Element bereits seine Grenztragfihigkeit deutlich iiber-
schreiten. Wird die Last aber um einen kleineren Betrag reduziert, bricht das zweite Element
noch nicht. Die Lastreduzierung des zweiten Bruchs miifite also unabhéngig vom ersten gesteu-
ert werden. In der Konsequenz fiir nahezu beliebig viele aufeinanderfolgende Umlagerungspro-
zesse wiirde dies zu einem Optimierungsproblem werden, was aber physikalisch keinen Sinn
mehr ergibt.

Es zeigt sich an dieser Uberlegung, daf die schrittweise Lastreduzierung einen praktisch will-
kiirlichen Effekt erzeugt, da jeder Faktor fiir die Lastreduktion willkiirlich ist. Andererseits
zeigte sich aber auch, daf dieses Phinomen der Uberbelastung von Elementen erst auftritt,
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wenn gleichzeitig das globale Lastmaximum iiberschritten wird, wie in der globalen Last-
Verschiebungskurve fiir das Beispiel (Abbildung 10.15) zu sehen ist: trotz des deutlich un-
terschiedlichen Versagensverlaufs zeigt sich kein Unterschied in dieser Kurve, die in diesem
Beispiel aufgrund der sehr geringen Streuung der Einzelfestigkeiten bereits beim Bruch des
ersten Elements ihr Maximum erreichte.

Fiir das vorangegangene Beispiel wurde eine schmale Verteilung, ¢ = 0.57 nach GI. (3.44),
verwendet. Bei Grundverteilungen mit groferer Streuung der Einzelfestigkeiten, wie sie ei-
gentlich bei allen Rechnungen, die dieser Arbeit zugrundeliegen, angewendet wurden, zeigte
sich eine stetig wachsende Zahl von Mikrorissen, die selten mehrere Folgebriiche in der glei-
chen Laststufe nach sich zogen, bis schliefllich das ultimative, kaskadenarige Rifswachstum
einsetzte. Dieses erfolgte dann stets erst nach dem Uberschreiten der Maximallast.

4.2.9 Diskussion der Schadigungsmodellierung

Eine der ersten Uberlegungen bei der Entwicklung eines fiir das zugrundeliegende sprode
Werkstoffverhalten addquaten Finite-Elemente-Modells bestand aus grundsétzlichen Erwa-
gungen, wie das Schiadigungsverhalten modelliert werden konnte.

Das hier verwendete Materialverhalten ist durch zwei Merkmale gekennzeichnet: lineares Ver-
halten bis zum Bruch und plotzliches, vollstandiges Versagen, also unstetiges Materialverhal-
ten bei Bruch. Die Punkte, in denen im Materialgesetz der einzelnen Elementen die Unstetig-
keitsstelle auftritt, werden statistisch generiert.

Eine Alternative zu diesem Vorgehen wére gewesen, ein kontinuierliches Materialgesetz zu ver-
wenden, welches moglichst auch noch stetige Ableitungen besitzt, wie es z. B. von Scheider fiir
Kohiésivelemente vorgeschlagen wird, [63]. Das Trennungsgesetz hétte dann dahin abgewan-
delt werden koénnen, dafs die oberen Umkehrpunkte, ¢,,,4., nach stochastischen Gesetzmékig-
keiten randomisiert wiirden. Dieses Materialgesetz ist nicht mehr linear mit der Folge, daf die
Randverschiebungen auch dann inkrementell aufzubringen sind, wenn gerade keine Elemente
brechen. Dies wiirde die ohnehin bereits hohen Rechenzeiten deutlich weiter vergrofern. (Zu
den Rechenzeiten mit dem vorhandenen Materialgesetz siehe Kapitel 6.1.4.) Vor allem in den
Bereichen der oberen Umkehrpunkte des Trennungsgesetzes erfordert dies sehr kleine Schritt-
weiten, damit die Vorzeichenwechsel bei den Ableitungen numerisch bewéltigt werden konnen.
Da diese Punkte aber zusétzlich durch die Randomisierung iiber einen weiten Bereich gestreut
waren, wiirde dies extrem kleine Schrittgréfsen wahrend des gesamten Rechenlaufs erzwingen.
Hierbei ist nicht einmal sicher, ob das Verfahren konvergent ist, da zwischen den Kurvenum-
kehrpunkten zufillige Absténde beliebiger Grofe generiert werden wiirden. Ein nichtlineares
Materialgesetz mit stetiger Ableitung wurde deshalb nicht verwendet.

Als weitere Alternative hitte ein abschnittsweise lineares, aber stetiges Materialgesetz mit un-
stetiger Ableitung verwendet werden konnen. In einem linearen Bereich vor dem Elementver-
sagen hétte die Schrittsteuerung dhnlich der fiir das verwendete Materialgesetz durchgefiihrt
werden konnen, die Schrittgrofe also linear vorgeschétzt werden kénnen. Bei Elementbruch
bestiinde dann keine Diskontinuitdt. Aber auch hier bestiinde wegen der Stochastizitdt der
Versagensgrenzwerte das Problem, dafs jederzeit einzelne Elemente im ungeschédigten, also
aufsteigenden Bereich der Kraft-Separationskurve (oder o—e-Kurve), andere aber im gesché-
digten, und damit absteigenden Bereich iteriert werden miikten. Uberdies ist auch hier fraglich,
ob das Verfahren bis zum Probenbruch konvergent wére.

Alle Materialgesetze, die nach Elementversagen einen absteigender Bereich mit endlicher Ab-
leitung aufweisen, haben iiberdies den Nachteil, daff damit kaskadenartige Bruchvorgénge
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nicht simuliert werden kénnen. Denn kleine Uberschreitungen des Kraftmaximums brechender
Elemente bendtigen zusétzliche Verschiebungsinkremente, damit weitere Elemente Zusatzbe-
lastungen infolge von Kraftumlagerung erfahren, wodurch das sprode Materialverhalten, das
durch plotzlichen Reaktionskraftverlust gekennzeichnet ist, nicht wiedergegeben wird.

4.2.10 Visualisierung von Daten

Die am h&aufigsten bendtigten numerischen Ergebnisse der Finite-Elemente-Rechnungen, wie
etwa die makroskopische Zugkraft und die Anzahl der gebrochenen Elemente, werden bereits
wahrend des Rechenlaufs in tabellarischer Form in eine Datei geschrieben, mit der sich gleich-
zeitig der Fortschritt einer Rechnung verfolgen 1aft. Fiir eine einzelne Rechnung lassen sich
hiermit x-y-Plots der Lastgeschichte anfertigen.

Fiir ein Ensemble von mehreren Rechnungen, fiir die jeweils ein eigener (geeignet benann-
ter) Datensatz der Belastungsgeschichte vorhanden ist, lassen sich aus jedem dieser Datenfiles
einzelne Zeilen — z. B. die Zeile der Laststufe, bei der die Reaktionskraft maximal ist — her-
aussuchen und fiir das ganze Ensemble in einer neuen Datei zusammenfassen, anschlieftend
sortieren usf. Auf diese Weise wurden die diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen einer Pro-
benserie gewonnen.

Zur Beurteilung des Ablaufs und der Ergebnisse einer Finite-Elemente-Rechnung sind aber
einzelne numerische Werte oftmals nicht ausreichend. Grofere zueinander gehorige Daten-
mengen, wie etwa die Verschiebungs- oder Spannungverteilung in einer Modellprobe kénnen
numerisch praktisch nicht analysiert werden. Die Md&glichkeit der visuellen Darstellung netz-
abhingiger Daten wie Spannungen oder Verschiebungen ist deshalb unabdingbar. Eine Mog-
lichkeit dazu wére, diese Daten so aufzubereiten, daft sie mit vorhandenen Darstellungspro-
grammen fiir Finite-Elemente-Programme (z.B. ABAQUS-PosT’) darstellbar sind. Leider
ist die Schnittstelle fiir ABAQUS-PoOST binér und die Schnittstellenbeschreibung ist nicht
offentlich zugénglich; ein Plotprogramm mit bekannter Schnittstellenbeschreibung war hinge-
gen nicht verfiigbar®. Um trotzdem netzabhingige Daten darzustellen, wurden die graphischen
Fihigkeiten des Programms MATHEMATICAY genutzt (siehe [36]).

MATHEMATICA kennt graphische Primitiven wie geschlossene Polygonziige, deren Eckkoor-
dinaten als Listen angegeben werden. Diese konnen mit oder ohne Rahmen mit beliebigen
Farben gefiillt werden. Die Farbcodierung kann als RGBColor[r,g,b] angegegeben werden,
wobei Werte fiir die drei Grundfarben, rot, griin und blau, mit einer jeweiligen Abstufung im
Bereich von 1 bis 255, anzugeben sind. Dariiberhinaus gibt es als Farbanweisung eine Grau-
stufung von 0 bis 1 (entsprechend schwarz bis weift). Weiterhin besteht die Moglichkeit, eine
komplette Befehlskette aus einer Datei einlesen zu lassen.

Um diese Moglichkeiten zu nutzen, wurde eine Schnittstelle zur Restart-Datei des selbst ent-
wickelten FE-Programms gestaltet. Das Einlesen der Daten war bereits im Programm im-
plementiert, so dafs lediglich eine Ausgabeoption herzustellen war. Aus den Koordinaten der
Knoten, ihren Verschiebungen und einem Vergroferungsfaktor fiir die Verschiebungen konn-
te fiir jedes Element ein ungefiilltes Polygon seiner aktuellen (iiberhohten) Eckkoordinaten
erzeugt werden. Zusatzlich konnte jedes Element an den Réndern einmal geteilt und entspre-
chend der Einflufszonen der Integrationspunkte konnten 4 farblich gefiillte Polygone erzeugt

TABAQUS-PosT ist eine graphische Oberfliche des Finite-Elemente-Programmpakets ABAQUS® der
Hibbitt, Karlsson & Sorensen, Inc, Pawtucket, Ri, USA. Bei Versionen ab ABAQUS-6 wurde diese durch das
Programm ABAQUS-VIEWER abgelost.

8Ein solches Programm wire etwa das Programm PLOTFEM der Firma IWIS, Berlin.

91\/IATHEMATICA® ist ein Programm der Wolfram Research, Inc., Champaign, IL, USA
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werden. Als Farbabstufungsparameter wurden Spannungskomponenten gewéhlt. Zur Farbge-
bung wurden den gewéhlten Spannungskomponenten durch lineare Funktionen Werte von ¢
bis ¢ fiir die Farbparameter r, g oder b zugeordnet, wobei der Bereich ¢; bis ¢ vollstdndig im
Bereich 1 bis 255 liegen mufite. Durch Kombinationen gegenlaufiger Funktionswerte konnten
abgestufte Farbédnderungen, z.B. von rot nach blau, erzielt werden. Die Anweisungen fiir die
Erzeugung aller Polygone (der ungefiillten Elemente und 4 Farbflachen pro Element) wurden
unter Beriicksichtigung der MATHEMATICA-Syntax in eine Datei geschrieben, die dann aus-
gefithrt werden konnte. Abbildungen 10.66 bis 10.67 (Seiten 170 f) wurden auf diese Weise
erzeugt, wahrend bei den Abbildungen 10.14 und 10.16 (Seiten 142 und 143) nur eine Farbe
geméfs der mittleren Elementspannung pro Element erzeugt wurde.



Kapitel 5

Zusammenfassung von Ergebnissen
der Fasermodelle

Bereits in Kapitel 1.2 wurden die Korner des Werkstoffs als kleinste gerade noch homogene
Gefligeeinheit beschrieben. Dabei werden die Fluktuationen der Korneigenschaften auf stati-
stisch beschriebene Versagensgrenzwerte reduziert. Die Trager der diskret generierten, stocha-
stischen Festigkeiten sind im Biindel(ketten)modell die Fasern. Die Skalierung der Fléche des
Probenkérpers auf das Modell erfolgt damit iiber die Anzahl der im Werkstoff anzutreffenden
Ko6rner und wird im Modell durch die Anzahl der Fasern (N x M) wiedergegeben. Dabei repré-
sentiert IV die Zahl der Fasern der einzelnen Biindel, die Probenbreite, M die Zahl der Biindel
in der Kette, die Probenldnge. Das Kapitel befafit sich mit einigen allgemeinen Ergebnissen
der Fasermodelle, die in Hinblick auf einen Vergleich mit FE-Modellen von Bedeutung sind.

5.1 Biindeltheorie und kleine Biindel bei ELS

Nach den Ergebnissen von Daniels [19] lassen sich die statistischen Eigenschaften grofer Biin-
del bei gleichméfiger Lastverteilung allein aus der Kenntnis der Grundverteilung der Fa-
serspannungen bestimmen. Fiir Biindel endlicher Gréfe ist dies lediglich als asymptotische
Naherung anzusehen, wiahrend nicht bekannt ist, ab welcher Biindelgrofe das Bruchverhalten
hinreichend genau gegen das asymptotische Verhalten konvergiert [38].

Mittels der numerischen Berechnung von Modellbiindeln, deren Faserbelastbarkeiten in Uber-
einstimmung mit einer gewéhlten Grundverteilung generiert wurden, soll nun festgestellt wer-
den, inwieweit sich diese entsprechend der Theorie fiir unendlich grofte Biindel verhalten. Zur
Untermauerung des statistischen Aspekts wurden jeweils 100 nominell gleiche Biindel unter-
schiedlicher Grofe generiert, also je 100 Biindel mit jeweils gleicher Faseranzahl mit individu-
ellen Grenzfestigkeiten der gleichen Grundverteilung. Jedes Biindel wurde dann so lange ver-
schiebungsgesteuert gezogen, bis alle Fasern gerissen waren. Dabei wurde in jedem Lastinkre-
ment das Kréftegleichgewicht zwischen den Faserspannungen und der Biindelkraft, Gl. (4.1),
eingehalten. Auf dieser Grundlage ist es sowohl méglich, eine Uberpriifung der Bruchspan-
nungsverteilung vorzunehmen, als auch deren Schédigungsverhalten zu studieren, fiir welches
bisher keine analytische Losung formuliert wurde.

Ausgehend vom ungeschidigten Biindel mit N Fasern und N,=0 ungebrochenen Fasern, wur-
de die Verschiebung des oberen Biindelrands nach und nach um jeweils einen solchen Betrag
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erhoht, dafs immer gerade eine weitere Faser oder mehrere Fasern gleichzeitig ihre Festigkeits-
grenze erreichten. In einem weiteren Schritt ohne Steigerung der dufieren Verschiebung wurde
deren Durchbruch festgestellt und gleichzeitig die Umlagerung der dabei freiwerdenden Kraf-
te auf bislang ungerissene Fasern berechnet. Aus der Vorstellung heraus, daf bis direkt vor
Erreichen der entsprechenden Verschiebung die reifsende Faser noch intakt ist und direkt nach
ihrem Rifs die Biindelzugkraft entsprechend verringert ist, wurden je Faserrifs zwei Werte fiir
die Biindelkraft ausgegeben, wodurch sich ein Zick-Zack-Verlauf bei der Biindelkraft ergibt.
(Vgl. Abbildung 5.1(a), Seite 80, und Abbildung 10.17 auf S. 144.) Die maximale Biindelkraft
und die zugehorige Anzahl gebrochener Fasern kann direkt aus der Ausgabe des Berechnungs-
programms [65] herausgelesen werden. Damit lassen sich die maximale Biindelspannung und
die Spannungen der verbliebenen Fasern berechnen.

Als Grundverteilung fiir die Fasergrenzspannungen wurde als einfache asymetrische Vertei-
lungsfunktion eine Approximation an eine WEIBULL-Funktion, wie sie in Abschnitt 3.4 gezeigt
wurde, angenommen. Es wurden Biindelgréften von N=10, 100, 1000 und zusétzlich 1 Million
Fasern verwendet. In Abschnitt 5.1.1 wird zunéchst deren Bruchspannungsverteilung mit der
Theorie nach Daniels verglichen. In Abschnitt 5.1.2 wird dann deren Schadigungsverhalten
genauer untersucht.

5.1.1 Bruchspannungen

Tabelle 5.1 zeigt die Ergebnisse der Berechnungen der kleineren Biindel (N=10, 100 und 1000)
im Vergleich zur Theorie von Daniels. Tabelle 5.2 zeigt die Ergebnisse der breiten Biindel mit
1 Million Fasern.

Nach der Theorie hdngen der Erwartungswert der Faserspannung bei der die maximale Biindel-
spannung auftritt, J?, und die mittlere maximale Biindelspannung, 65, nicht von der Anzahl
der Fasern ab. Bei den Modellproben hingegen zeigt sich bei beiden Werten eine starke Ver-
schiebung je kleiner IV ist. Wahrend bei N=1000 der Mittelwert der Faserspannung aus 100
Rechnungen, bei der jeweilige Proben ihre maximale Biindelkraft ereichen, mit 1439 nahe dem
theoretischen Wert von 1429 liegt, nimmt dieser Wert bei kleineren Biindeln deutlich zu. Auch
der mittlere Wert der maximalen Biindelspannung, ¢ g, liegt bei N=1000 mit 1057 sehr nahe
beim theoretischen Wert 1050, wihrend er sich bei abnehmender Faserzahl deutlich nach oben
bewegt. Dies bedeutet, daf sich der Scheitelpunkt der Kurve 53(0}) bei abnehmender Faser-
zahl sowohl zu grofseren Faserspannungen als auch zu grofseren Biindelfestigkeiten bewegt, was
in der asymptotischen analytischen Lésung keine Entsprechung findet. Die Streuung der ma-
ximalen Biindelspannung bei Biindelbruch, ¢ p, hingegen, entspricht bei allen Biindelgrofen
in etwa den Erwartungen.

Es fillt aufterdem auf, daf die Extrema der Faserspannungen, bei denen Biindelbruch eintritt,
a;, nicht von den Proben herriihren, bei denen die Extremwerte der Biindelbruchspannungen
auftreten. Abbildung 10.18 (auf Seite 144) zeigt die Verteilung der Werte fiir die Faserspan-
nungen zum Zeitpunkt des Biindelbruchs, ajc, und die zugehorigen Biindelspannungswerte,
0pB.

In Abbildung 10.19 auf Seite 145 werden fiir dieses Beispiel die kumulativen Verteilungs-
funktionen der Biindelbruchspannungen, Q(op), nach der asymptotischen Theorie von Da-
niels, Gl. (4.15), mit den zugehédrigen Verteilungen der berechneten Bruchspannungen der
Modellproben, wie in Kapitel 3.2 beschrieben, verglichen. (Fiir die Verteilungsfunktionen aus
der asymptotischen Theorie werden der Erwartungswert, 65, und die Standardabweichung,
¢p, des Beispiels aus Tabelle 5.1, Teil 1, fiir jede der 3 Biindelgrofen in Gl. (4.14) bzw.
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Tabelle 5.1: Bundeltheorie und Modellbtindel fiir verschiedene N

C

. or—a\P
Verteilung der Faserbruchspannungen: P(oy) = ( L )
Parameter fiir das Beispiel: a=400, ¢=5a=2000, d=0.5; p=1/d (Af = 1)

1. Erwartungen

max Faserspannung 0} Gl. (4.4) 1429.04
zugehorige Anzahl gebrochene Fasern N, /N P(a;) 26.5%
Erwartungswert der Biindelspannung oB Gl. (4.11) 1050.73
Standardabweichung der Biindelspannung ©B Gl. (4.13) | 630.48/vV N
fiir N = 10 100 1000
pp = || 199.37 63.05 19.94

2. Ergebnisse Modellbiindel
je Biindelgrofe N: I=100 Modellproben

Biindelgréke N [ 10 100 1000
max Biindelspannung min von 100 865.99 947.49 1009.08
pinax — prmax /7 max von 100 || 1611.35 | 1199.37 1101.80
B B MW (=ag) || 1215.37 | 1089.52 1057.74
zugehorige N zU min 3=30% | 256=25% | 320=32%
(Anzahl gebrochene Fasern) zu max 1=10% | 27=27% | 238=24%
zugehorige Faserspannung Zu min 1237.13 | 1263.32 1483.94
ot = FRax /(N — Ny) Zu max 1790.39 | 1642.97 1445.94
Standardabweichung von op
op = ﬁ Zf(afg?a“ ~op)? 178.58 58.47 19.95
Faserspannung von op min von 100 938.55 | 1198.98 1269.82
ot max von 100 || 2126.29 | 1711.10 1578.35
f MW 1529.35 | 1458.27 1439.67
zugehorige N, zu min 0=0% | 17=17% | 195=20%
(Anzahl gebrochene Fasern) zu max 4=40% | 33=33% | 324=32%
zugehorige Biindelspannung zu min 938.55 986.86 1022.20
oB ZUu max 1275.78 | 1146.43 1066.96
Standardabweichung von a}, ©of 272.13 109.12 63.04
Ny bei Biindelbruch min von 100 0=0% | 13=13% | 195=19.5%
max von 100 || 5=50% | 39=39% | 342=34.2%
MW 19.10% | 24.96% 26.40%
Standardabweichung von Ny, 3 12.64% 5.85% 3.18%

Gl. (4.15) eingesetzt. Fiir die kumulative Verteilung der 3 Modellprobenserien werden fiir je-
de Modellprobenserie die 100 ermittelten Biindelbruchspannungswerte zuerst sortiert, so dafs
op1 < - < op; <+ < opioo gilt, und diesen dann entsprechend Gl. (3.37) die Versa-
genswahrscheinlichkeit €;(op;) = (i — 0.5)/100 zugeordnet.) Durchgezogene Linien bedeuten
dabei Verteilungsfunktionen Q(op) aus der asymptotischen Theorie, die sich alle im Punkt
(6B, 0.5) schneiden, und die einzelnen Punkte sind die Ergebnisse der 3 mal 100 Rechnun-
gen mit statistisch erzeugten Faserbruchspannungen. Wahrend die roten Kurven fiir N=1000
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Tabelle 5.2: Superbiindel mit 1 Million Fasern
Verteilung der Faserbruchspannungen: P(oy) = (Uf—;ay
Parameter fiir das Beispiel: a=400, ¢=5a=2000, d=0.5; p=1/d (Af = 1)

H min ‘ max ‘ MW SA
Biindelspannung || 1049.3 | 1052.4 | 1050.9 | 0.66
Faserspannung 1415.2 | 1442.8 | 1429.8 | b5.87
Schadigung 25.8% | 27.1% | 26.5% | 0.30%

recht gut miteinander iibereinstimmen, ist bei den anderen eine deutliche Verschiebung der
sexperimentellen Werte nach rechts zu sehen, was der Verschiebung des Mittelwertes der
Biindelbruchspannung, &g, gegeniiber dem vorausgesagten Wert entspricht. Die Steigungen
der Kurven, die den Streuungen @p entsprechen, liegen fiir gleiche N annéhernd parallel.
Auffallend ist hier, daf die ,experimentellen Kurven sich alle bei og = ¢ in einem Punkt
(Q(op) =~ 0.15) zu schneiden scheinen.

Um eine Erklarung fiir die Zunahme des Mittelwertes der Biindelspannung und der Faser-
spannung zum Zeitpunkt der maximalen Biindelspannung bei abnehmehmender Biindelgrofse
zu finden, wird der Extremfall eines Biindels betrachtet, welches nur aus einer einzigen Faser
besteht. Der Erwartungswert fiir die Grenzfestigkeit dieser einen Faser kann mit

~ a+c a+c 8
of = afp(af)daf: of @<P(Uf>)dgf (5.1)

gefunden werden; fiir die Werte des Beispiels ist 6 = 13/3 a = 1733.3. Die Biindelspannung
ist dann gleich der Faserspannung. Die Varianz der Faserspannung und damit der Biindel-
spannung ist durch

2 e, 2
o] = / oyploy)doy — o5 (5.2)
a

gegeben, und man erhélt fiir die Werte des Beispiels eine Streuung von ¢1 = 1/25/18 a =
471.4. Die Verteilungsdichte, w(Fg), fiir den Extremfall N=1 ist dann natiirlich nicht mehr
durch eine Normalverteilung sondern durch die Verteilungsdichte der Grundverteilung und
die kumulative Verteilung, Q(Fpg), durch die Grundverteilungsfunktion, P(o), gegeben. In
Abbildung 10.20 ist die kumulative Grundverteilung fiir die Versagensspannungen von 100
generierten ,1-Faser-Biindeln* der theoretischen kumulativen Verteilung unter der Annahme
einer Normalverteilung gegeniibergestellt. Die Normalverteilung erreicht beim maximalen Fa-
serspannungswert 2400 erst eine kumulative Wahrscheinlichkeit von 0.92. Der Mittelwert der
100 generierten Werte ergibt mit dem Wert 1736.18 fast den theoretischen Wert, und die
Streuung der generierten Werte ist mit 437.9 etwas geringer als zu erwarten ware.

Bezieht man nun die vergleichsweise sehr grofsen Biindel aus Tabelle 5.2 in die Betrachtungen
mit ein, wird zuerst offensichtlich, daf bei diesen Biindeln die Erwartungen bzgl. Mittelwert
und Standardabweichung der Biindelspannung und bzgl. mittlerer Faserspannung bei Biindel-
bruch schon recht gut wiedergegeben werden. Bei genauerem Hinsehen wird aber sehr schnell
deutlich, dafs die Konvergenzgeschwindigkeit gegen die asymptotische Lésung recht bescheiden
ist. Der relative Fehler bei der Standardabweichung nimmt bei den ,Superbiindeln“ gegeniiber
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den Biindeln mit N=1000 sogar zu, wahrend der relative Fehler der mittleren Biindelspan-
nung und der Faserspannung bei Biindelbruch eher auf ein Verhalten hindeutet, welches eine
Zehnerpotenz mehr Genauigkeit bei einer Quadratur der Faseranzahl liefert.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daf Ubereinstimmung mit der asymptotischen Lésung
recht langsam erfolgt, wenn die Faseranzahl vergréfert wird, und dafs erst bei Biindelgréfen
ab ca. N=1000 eine annihernde graphische Ubereinstimmung im mittleren Bereich der Ver-
teilungsfunktion mit den Ergebnissen aus der Theorie fiir grofe Biindel erreicht wird. Das
Verhalten kleinerer Biindel hingegen néhert sich dem Grenzwert des einfasrigen Biindels an,
was eine Erhohung der Biindelfestigkeit bei gleichzeitiger Zunahme der Faserspannung zum
Zeitpunkt der Biindelmaximalspannung bedeutet. Die Annahme einer Normalverteilung der
Biindelmaximalspannungen wird dabei mit abnehmender Biindelgréfse immer fragwiirdiger.

5.1.2 Faserspannungen und Schidigung

Sowohl die Anzahl der bei Biindelbruch gerissenen Fasern, wie auch die Spannung, die die
einzelnen Fasern bei Bilindelmaximallast aufweisen, wird in den theoretichen Abhandlungen
iiber das klassische Biindelmodell praktisch nicht behandelt. Fiir den asymptotischen Grenz-
fall sind diese Werte zwar durch die Losung von Daniels [19] bestimmt, da fiir diesen Fall die
Spannungen der Fasern durch Gl. (4.4) gegeben sind und damit auch die Anzahl der gerissenen
Fasern durch die kumulative Verteilung der Faserspannungen bei Biindelbruch, P(a}). Dieser
Wert enthélt aber keine Streuung und spiegelt somit die Realitéat bei endlichen Biindelgréften
nur unzureichend wieder. Die einzigen Arbeiten, die sich wenigstens indirekt diesem Thema
néhern, sind die Herleitungen von Hansen et al. iiber die Verteilungsfunktionen gleichzeitig
auftretender Faserrisse in Biindeln 37,42, 51|, die fiir die Untersuchungen in der vorliegenden
Arbeit aber ohne praktische Bedeutung sind. Die vorliegende Arbeit wird zunéchst das Ver-
halten der Biindel analysieren und damit zeigen, daf die Losung des Problems nicht trivial
ist. Als ingenieurméfige Ndherung werden dann empirisch gefundene Werte gezeigt.

Definiert man die Schidigung b eines Biindels als Quotient der Zahl der gerissenen Fasern,
Ny, bezogen auf die Gesamtanzahl der Fasern

b= N,/N, (5.3)

kann man in Anlehnung an die Nomenklatur fiir die Faserspannungen die Schidigung zum
Zeitpunkt der maximalen Biindelspannung mit b’ bezeichnen und erhélt die mittlere maximale
Biindelspannung Gl. (4.9) als Beziechung zwischen der Faserspannung bei Biindelbruch, 07},
und der entsprechenden Schédigung zu

op=0op(1—b"). (5.4)

Damit ergibt sich, daft der Mittelwert der Schiadigung fiir den asysmptotischen Grenzfall die
Wahrscheinlichkeit P (0}) fiir das Auftreten des Erwartungswertes der Faserspannung ist, bei
der die Biindelspannung maximal wird.

Eine Beziehungsgleichung fiir die Streuung der Schédigung, bei der die Biindelspannung ma-
ximal wird, p, 15t sich daraus leider nicht ableiten. Um das Schadigungsverhalten zu ver-
stehen, lohnt es sich aber, eine kurze akademische Betrachtung der Zusammenhénge zwischen
Biindelspannung, Faserspannung und Schidigung anzustellen.

Zeichnet man die Biindelspannung op als Raumfliche op = 0¢(1 —b) der beiden Koordinaten
Faserspannung und Schiadigung, ergibt sich eine etwa kegelférmige Flache (Abbildung 10.21
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auf Seite 146). Diese Raumfliche ist unabhéngig von der gewéhlten Grundverteilung P(oy)
der Faserspannungen. Bei b=1 besitzt diese eine Schnittgerade mit der Grundebene. IThre
gedachte Verlangerung unter den Definitionsbereich liefert auch bei oy=0 eine Schnittgerade
mit der Grundfliche, wihrend sie bei o p=min oy nur bei b=1 die Grundfliche schneidet. Legt
man Ebenen gleicher Biindelspannung durch diese Raumflache und projiziert ihre Schnittlinien
mit der Biindelspannungsflache auf die Grundfléche erscheinen diese Hohenlinien als gekriimte
Kurven, die in Abbildung 5.1(b) gezeigt sind.

Abbildung 5.1: Zusammenhang zwi-
B schen Faserspannung, oy, Schédi-
gung, b, und Biindelspannung, op =
or(1—=0b):

T (a) Bei Bruch einer Faser erfolgt ein
Sprung in der Biindelspannung bei
: . : . : . : o Festhalten der Faserspannung.

(b) Das Absinken der Biindel-
T spannung ist durch einen Sprung
in Schadigungsrichtung gekennzeich-
g net. (Die gekriimmten Linien sind
Hohenlinien konstanter Biindelspan-

. . . . . . . o nung.)

Die gewéhlte Grundverteilung P(oy) entspricht einer Kurve auf der Grundebene, die im Fall
der hier benutzten Funktion eine zu den Hohenlinien gespiegelte Kriimmung aufweist. Die
Projektion der Schnittlinie der mittleren Biindelspannung, 6p, beriihrt die Wahrscheinlich-
keitsfunktion im Punkt (O‘;, b'). Zeichnet man die Wahrscheinlichkeitsfunktion und die Ho-
henlinien der Biindelspannungen des Varianzbereichs 6 3+ ¢p fiir eine bestimmte Biindelgrofe
(hier: N=100) in ein Diagramm (Abbildung 10.22 auf S. 146), sieht man, daf die untere Gren-
ze, 0 — R, die Verteilungsfunktion zwei mal schneidet, wihrend die obere Grenze, 65+ ¢ g,
die Verteilungsfunktion nicht beriihrt.

Verfolgt man den Weg von der Lastfreiheit iiber die maximale Biindellast zum Biindelbruch
(bei Verschiebungssteuerung), stellt man fest, dafs nicht jeder der moglichen Biindelspan-
nungswerte der Raumflache auf diesem Weg liegt, sondern nur solche, die in einem Streuband
um die Grundverteilung fiir die Faserspannung angeordnet sind (vgl. Abbildung 10.23). Die
Biindelkraft durchlduft dabei eine Zickzackkurve (Abbildung 5.1) auf der Raumfldche der
Funktionswerte von oy und b. Projiziert auf die Grundfliche aus Faserspannung und Schidi-
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gung ist die Bewegung immer abwechselnd parallel und senkrecht zur Faserspannung, wobei
das lokale Maximum vor Absinken der Biindelspannung bei Rifs einer Faser den jeweiligen
Endpunkt in Faserspannungsrichtung darstellt, bevor ein Sprung in positiver Schiadigungs-
richtung erfolgt. Abbildung 5.1 zeigt diesen Verlauf qualitativ.

Da zu jeder Biindelspannung ein Wertepaar (o¢, b) gehort, kann man nun auch zu allen
lokalen Maxima, die in Abbildung 5.1 mit einem dickeren Punkt gekennzeichnet sind, ihre
Projektionen auf die Grundfiache einzeichnen. Macht man dies fiir alle 100 Rechnungen der
Biindelgrofe N=100 aus Tabelle 5.1, wie in Abbildung 10.23 gezeigt, 145t sich die Ausdehnung
dieses Streubandes erahnen.

In dieses Streuband eingezeichnet sind als dickere dunkelgriine Punkte, die Wertepaare, bei
denen jede dieser 100 Modellproben ihr Maximum der Biindelspannung erreicht hat. In Ab-
bildung 5.1(b) entsprechen diese jeweils dem Punkt, der die am weitesten rechts liegende
Hohenkurve gerade trifft. Abbildung 10.24 zeigt diese Punkte fiir die verschiedenen Biindel-
grofen. Man sieht, daf sie nahe dem Erwartungswertepaar (a}:1429, b'=0.265) etwa in einem
senkrecht zur Grundverteilungsfunktion ausgerichteten hyperbelférmigen Bereich streuen. Die
besondere Schwierigkeit bei der theoretisch-analytischen Behandlung dieser Streuung wird an-
hand der blauen Punkte fiir die kleinste Biindelgrofse deutlich: wegen der diskreten Werte, die
die Schidigungen annehmen kénnen, ist der Definitionsbereich nicht kontinuierlich.

Eine theoretische Herleitung fiir die Verteilungsfunktionen der Faserspannungen und Sché-
digungen und damit auch fiir deren Streuung kann hier nicht durchgefiihrt werden. Es ist
allerdings moglich, mit den Werten der berechneten Modellproben, wenigstens eine empirisch
ermittelte Verteilung der beiden Parameter anzugeben.

In Abbildung 10.25 und Abbildung 10.26 auf Seite 148 sind die Verteilungen der Faserspan-
nungen, (o), bzw. der Schédigungen, €2(b), zum Zeitpunkt der maximalen Biindelspannung
fiir die Modellproben aus Tabelle 5.1 wiedergegeben. Die durchgezogenen Verteilungsfunktio-
nen sind normalverteilt, wobei fiir den Mittelwert und die Standardabweichung die empirisch
ermittelten Werte aus Tabelle 5.1 eingesetzt wurden. In Abbildung 10.25 wurden zur Orientie-
rung zusdtzlich die Grundverteilung und die ermittelten Verteilungen der Biindelbruchspan-
nungen (wie in Abbildung 10.19 als blaue, griine und rote Punkte) miteingezeichnet, wihrend
die Verteilungen der Faserspannungen gekreuzt dargestellt sind.

5.2 Bindelketten endlicher Breite bei ELS

5.2.1 Bruchspannungen

Es wurde bereits gezeigt, daf die Verteilungsfunktion Gl. (4.14) der Biindelspannungen, Q(o ),
nur fiir grofse Biindel giiltig ist und bei kleinen Biindeln erhebliche Abweichungen von dieser
asymptotischen Losung auftreten. Die Bruchspannungsverteilung kleiner Biindel kann aber
empirisch ermittelt werden. Dahingegen gilt der weakest-link-Effekt ndherungsweise fir Ket-
ten beliebiger Kettenldnge, wie in Kapitel 4.1.2 gezeigt werden konnte.

Will man die Bruchspannungsverteilung A(o¢), Gl. (4.27), fiir beliebige Biindelketten N x M
ermitteln, wird man wegen der Abweichungen bei schmalen Biindeln von ihrer asymptoti-
schen Losung mit der Ndherungslosung Gl. (4.28) von Rosen nicht ans Ziel gelangen. Setzt
man hingegen die empirisch ermittelte Losung fiir die Bruchspannungsverteilung N-fasriger
kleiner Biindel fiir die Biindelbruchspannungsverteilung (o¢) in Gl. (4.27) ein, kann man er-
warten, eine gute Approximation der Bruchspannungsverteilung fiir die gesamte Biindelkette
zu erhalten.
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In Abbildung 10.27 (Seite 149) sind Ergebnisse von je 100 Modellproben der Biindelketten-
grofen N xM=10x10, 100x100 und 1000x1000 dargestellt (einzelne Punkte). Die Grundver-
teilung fiir die Faserfestigkeiten wurde wie fiir die Beispiele der Biindel in Tabelle 5.1 gewahlt.
Die Erwartungen fiir Q(o¢) wurden mit Gl. (4.27) berechnet, wobei fiir die Biindelbruchspan-
nungsverteilung Q(o¢) Gl. (4.15) verwendet wurde. Die dabei benétigten Parameter 65 und
¢p wurden nach der Biindeltheorie mit Hilfe von Gl. (4.11) und (4.13) bestimmt. Die sich so
ergebenden Bruchspannungsverteilungen (gestrichelten Linien) sind in der Abbildung wegen
ihrer strikten Biindelskalierungsvorschrift nach Daniels mit dem Index ,,N* gekennzeichnet.

Fiir die kleineren Biindel (N=10 und 100) wurden g und ¢p zusétzlich aus Tabelle 5.1 in
Gl. (4.15) eingesetzt und die daraus resultierenden Verteilungen Q(o¢) als diinne Linie geplot-
tet. Wegen ihrer empirischen Grundlage wurden sie in der Abbildung mit dem Index ,real”
gekennzeichnet. (Die signifikanten Werte der drei Modellbiindelkettenserien sind in Tabelle
5.3 noch einmal zusammengefafit.)

Tabelle 5.3: Modellbiindelketten fiir verschiedene N x M

. . _ O'ffa p
Verteilung der Faserbruchspannungen: P(oy) =

c

Parameter fiir das Beispiel: a=400, ¢=5a—2000, d=0.5; p=1/d (Af =1)

jeweils 100 Modellbiindelketten
[ 10x10 | 100x100 | 1000x 1000

Systemgrofe N x M

max Systemspannung Fpr /N min von 100 714.50 878.20 979.71
max von 100 || 1171.28 | 1002.02 1012.88
MW, ¢ 929.77 942.60 996.89
Standardabweichung 0l 95.02 22.77 5.79
Schéadigung Ny,/(N x M) min von 100 2.0% 8.0% 13.5%
max von 100 || 20.0% 15.4% 16.7%
MW 10.0% 11.2% 15.0%
Standardabweichung wp - 100 3.9% 1.5% 0.6%

Werden die Erwartungswerte der resultierenden Verteilung fiir die Maximalspannungen der
Biindelkette nach Gl. (4.30) unter Benutzung der empirisch in Kapitel 4.1.1 ermittelten Biin-
delbruchspannungskennwerte g und @p fiir diese Beispiele — wie in Kapitel 4.1.2 durch
numerische Integration — berechnet, ergeben sich die Werte ¢ = 940.57 (NxM=10x10),
942.65 (N x M=100x100), 993.07 (N x M=1000x1000), die von den vollsténdig empirisch er-
mittelten Werten in Tabelle 5.3 weniger als 1% abweichen.

Versucht man allerdings mit Hilfe dieses Erwartungwertes die Varianzen go%, Gl. (4.31), und
damit die Standardabweichung zu berechnen, so stellt man fest, dalt das Ergebnis sehr emp-
findlich vom Wert von ¢ abhéngt. Wird beispielsweise der Erwartungswert 6o = 993.07 in
Gl. (4.31) eingesetzt und damit die Varianz berechnet, ergibt sich fiir die Biindelkette mit
der Dimension N xM=1000x1000 und der Grundverteilung des Beispiels eine Standardab-
weichung von 7.5. Wird der Erwartungswert nur geringfiigig variiert und statt 993.07 993.00
eingesetzt, ergibt sich eine Standardabweichung von 14.0 und bei Benutzung von 993.10 wird
die Standardabweichung bereits imaginér (v/—3.61). Da aber die Ungenauigkeiten bereits bei
der Bestimmung der Biindelfestigkeiten, also 6p und ¢p, vorhanden sind und sich diese in
der Bestimmung von w(op) fortsetzen, wird der berechnete Wert der Varianz so fraglich, daf
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selbst seine Grofenordnung praktisch wertlos wird. Es wird damit recht deutlich, dafl selbst
fiir dieses vergleichsweise recht einfach zu behandelnde Modell eine analytische Untersuchung
an ihre Grenzen gelangt.

5.2.2 Faserspannungen und Schidigung

Zum Zeitpunkt des Bruchs eines der Biindel, aus denen die Biindelkette besteht, ist tibli-
cherweise nicht in allen Biindeln die gleiche Anzahl von Fasern gerissen, so daf die Faser-
spannungen zu diesem Zeitpunkt von Biindel zu Biindel unterschiedlich sind, da jedes der
Biindel die gleiche Last, ndmlich Fpp, iibertragen muft. Es gébe also wenig Sinn, wenn man
versuchen wollte, die Bilindelkettenspannung bei Versagen der Biindelkette in Relation zu den
Spannungen der einzelnen Fasern zu setzen.

Analog der Schiddigung eines einfachen Biindels kann die Schidigung, b, einer Biindelkette
mit

b= N,/(N-M) (5.5)

definiert werden, wobei N, die Gesamtanzahl der gerissenen Fasern der Biindelkette bei Sy-
stemversagen und N - M die Gesamtanzahl der Fasern ist.

Wie bereits fiir das einfache Biindel, gibt es auch fiir die Biindelkette keine analytische Losung
fiir die Verteilungsfunktion der Schiadigung bei Biindelbruch. Um dennoch eine Vorstellung von
dieser Verteilung zu bekommen und zu untersuchen, wieweit diese beziiglich unterschiedlicher
Systemgrdofsen skalierbar ist, werden wiederum Modellbiindelketten beziiglich ihrer Schadigung
ausgewertet. Diese Untersuchung wird in Abschnitt 5.3.1 durchgefiihrt.

5.3 Skalenverhalten von Biindelketten bei ELS und LLS

5.3.1 Abhingigkeit von der Kettenliange

In Abschnitt 5.2.1 wurde gezeigt, daft sich die Bruchspannungsverteilung einer Biindelket-
te bei gleichméfiger Lastverteilung ermitteln lafst, indem die Bruchspannungsverteilung von
Biindeln gleicher Breite mit Gl. (4.27) skaliert wird, also eine weakest-link-Skalierung des Ket-
tenanteils der Biindelkette durchgefiihrt wird.

Es wurden nun Biindel der Breite N=100 Fasern mit einer normierten Grundverteilung der
Verteilungsbreite ( = ¢/a = 5 nach Gl. (3.43) generiert (M =1). Danach wurden Biindelketten
der gleichen Breite und verschiedener Lénge mit der gleichen Grundverteilung erzeugt, wobei
Kettenldngen M =10, 50 und 100 zum Einsatz kamen.

Es sollte untersucht werden, ob sich mit der Skalierungsvorschrift Gl. (4.27) auch die Sché-
digungsverteilung der Biindelkette ermitteln lafst. Dariiberhinaus sollte untersucht werden,
ob sich diese Skalierungsvorschrift auch bei nichtgleichméfiger Lastverteilung innerhalb der
Biindel verwenden 1aft.

Hierzu wurde je ein Datensatz jeder Biindelkettengrofe mit der equal load sharing-Regel,
(ELS), und je einer mit einer local load sharing-Regel, (LLS), mit einem Rifspitzenlastkon-
zentrationsfaktor fry = 0.5 berechnet, der fiir kurze Riflingen in etwa die Lastverteilung
eines GRIFFITH-Risses ergibt. Die Faserfestigkeiten aller Proben wurden dabei einzeln gene-
riert, so dafk jeweils 200 nominell gleiche Proben jeder Probengrofie zur Hélfte mit einer der
beiden Lastverteilungsregeln berechnet werden konnten.
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Tabelle 5.4 zeigt die berechneten Mittelwerte (MW) und Standardabweichungen (SA) der
je 100 Modellproben. Abbildung 10.28 auf S. 150 zeigt die Verteilung der Bruchspannungen

Tabelle 5.4: Biindelketten unterschiedlicher Lange, M, mit equal und local load sharing

. gf—a p
Verteilung der Faserbruchspannungen: P(of) = ( : )

(&
Parameter fiir das Beispiel: a=1, ¢=5a, d=0.5; p=1/d (Af =1)
alle Biindel: Breite N=100 Fasern

jeweils 100 Modellketten

Bruchspannung o = F/N | Schadigung, b = Ny /(NxM)
Kettenldnge M || MW SA MW SA
1 ][ 2.704 0.1428 0.2551 0.0562
ELS 10 || 2.486 0.0806 0.1570 0.0276
50 || 2.399 0.0604 0.1228 0.0160
100 || 2.361 0.0563 0.1127 0.0135
1] 2.316 0.1509 0.1213 0.0500
B 10 || 2.074 0.0935 0.0721 0.0167
LLS, frp=0-5 " o0 || 1 954 0.0770 0.0515 0.0105
100 || 1.915 0.0777 0.0473 0.0096

und Abbildung 10.29 die Verteilung der Schiadigungen b = N/(N xM) der reinen Biindel
fiir die beiden Lastverteilungsregeln. N, ist hierbei die absolute Anzahl gerissener Fasern der
gesamten Biindelkette bei Erreichen der makroskopischen Bruchspannung.

Wie zu erwarten war, besitzt die Bruchspannungsverteilung bei Lastgleichverteilung einen
hoheren Mittelwert (g = 2.7) als bei stirkerer Belastung der lokalen Rifispitzenfasern
(6p = 2.3). Bei den Schédigungen ergibt sich ein &hnliches Bild mit dem Unterschied, daf
aufgrund der diskreten Moglichkeiten, die die Schédigung annehmen kann, sich ein deutlich
abgestufteres Bild ergibt (ELS: b = 0.255, LLS: b = 0.121). Betrachtet man die numerischen
Werte aus Tabelle 5.4, erkennt man, daf die Streuung beim Ubergang von Lastgleichvertei-
lung zu lokaler Lastverteilungsvorschrift bei den Bruchpannungen geringfiigig zunimmt, bei
den Schéadigungen hingegen leicht abnimmt (ELS: pp = 0.14, ¢, = 0.056, LLS: ¢ = 0.15,
©p = 0.050).

Ein sofortiges Durchbrechen der Modellproben bei Auftreten des ersten Mikrorisses erfolgt
auch bei lokaler Lastverteilungsregel nicht, was sich in den minimalen Schadigungen von 0.05,
also Np=5, zeigt. Die durchgezogenen Linien zeigen die normalverteilten Ausgleichskurven
nach Gl. (4.15) mit den ermittelten Mittelwerten und Standardabweichungen.

Skaliert man nun die diskreten Wahrscheinlichkeitswerte P(op) der Bruchspannungen der
einfachen Biindel (M=1) mit Gl. (4.18) bzw. ihrer normalverteilten Approximationen nach
Gl. (4.27) mit Gl. (4.28) auf Spannungsverteilungen fiir Biindelketten der Lange M, so ergibt
sich fiir beide Lastverteilungsregeln eine recht gute Ubereinstimmung mit den ermittelten
Verteilungen der Modellbiindelketten der entsprechenden Grofen, wenn auch die Streuung
fiir langere Ketten etwas unterschitzt wird. (Abbildung 10.30 zeigt die Ergebnisse der Mo-
dellbiindelketten, die normalverteilte Approximationen der Ergebnisse der einfachen Biindel,
M=1, und die skalierten Kurven der Approximation.)

Fiihrt man die gleichen Skalierungen bei den Schadigungen durch, zeigen sich deutliche Ab-
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weichungen zwischen den skalierten Verteilungen und den Verteilungen, die mit Biindelketten
der entsprechenden Grofen direkt gewonnen wurden. (Abbildungen 10.31 und 10.32 auf Sei-
te 152 zeigen die an Biindelketten ermittelten Schadigungsverteilungen, die normalverteilten
Ausgleichskurven der einfachen Biindel, M =1, und die auf M=10, 50 und 100 skalierten Aus-
gleichskurven von M=1; Abbildung 10.31 fiir ELS und Abbildung 10.32 fiir LLS.) Zum einen
wird die Schiadigung insgesamt falsch wiedergegeben: fiir die kiirzeren Biindelketten (M =10)
ist dies bei den Rechnungen mit ELS eine deutliche Uberschitzung, die sich bei den lingeren
Ketten durch die hoheren Exponenten weniger stark bemerkbar macht. Bei den Rechnungen
mit lokaler Lastverteilungsregel zeigt sich dies durch extrem starke Unterschétzung des Mit-
telwertes. Zum zweiten wird die Streubreite bei beiden Lastverteilungsvorchriften deutlich
tiberschétzt, was durch die flacheren Kurven der skalierten Approximationen (im Vergleich zu
den direkt ermittelten Verteilungen) zum Ausdruck kommt.

Nimmt man hingegen die Biindelketten mit M =10 als Grundeinheit an und skaliert deren
Schadigungsverteilung nach Gl. (4.25) auf die Groken der anderen Biindelketten, so zeigt sich
bei den lingeren Biindelketten, M =50 und 100, sehr gute Ubereinstimmung der skalierten mit
den direkt ermittelten Verteilungen, wihrend nur die skalierte Verteilung auf die Groéfse der
kleineren, einfachen Biindel, M =1, noch eine ausgepriagte Abweichung zur direkt ermittelten
Schidigungsverteilung zeigt. (Abbildung 10.33 zeigt die gleichen an Biindelketten gewonnenen
Schidigungsverteilungen wie Abbildung 10.31, dazu die normalverteilte Ausgleichskurve der
Verteilung der Biindelkette mit 10 Schichten, M =10, und deren auf M =1, 50 und 100 skalierte
Funktion fiir ELS, Abbildung 10.34 zeigt das Aquivalent fiir LLS.)

Uber die Ursache, warum dieses Phinomen nur bei den Schidigungen auftritt, nicht aber
bei den Bruchspannungen, kann gegenwértig nur spekuliert werden. Es muft daher als Fa-
zit festgestellt werden, dafl eine gewisse Mindestkettenldnge als Referenz benétigt wird, will
man mittels der weakest-link-Skalierungsmethode auch die Schidigung fiir groffe Biindelket-
ten ermitteln. Dann allerdings scheint auch die Schédigungsverteilung einer weakest-link-
Skalierungsvorschrift zu entsprechen, so daf das Verhalten langer Biindelketten zumindest
auf das Verhalten kurzer Biindelketten zuriickgefiihrt werden kann. Dies gilt unabhéngig von
der Lastverteilungsvorschrift.

5.3.2 Abhingigkeit von der Gesamtprobengrofie

In Kapitel 4.1.1 wurden Autoren zitiert, die feststellen, daf sich bei einfachen Biindeln bei
lokaler Lastverteilung ein weakest-link-Verhalten beobachten 14ft, wenn die Zahl der Fasern
pro Biindel grofer als 9 ist. Wegen des in den vorangegangen Abschnitten gezeigten weakest-
link-Verhaltens der Biindelketten beziiglich ihrer hintereinander geschalteten Biindel sollte
sich dann auch ein weakest-link-Verhalten des Gesamtsystems zeigen.

Um dieses Verhalten zu untersuchen wurden 2 unterschiedlich grofe Biindelketten generiert,
die den Mefsbereich der in Kapitel 2.2 beschriebenen Proben mit konstanter Breite repréisen-
tieren, welche das Verhéaltnis Hohe:Breite von 5:1 aufweisen. Da die Kérner des Werkstoffs als
annahernd gleichseitig betrachtet werden kénnen, bestehen die Proben aus fiinf mal so vielen
Kornern in Zugrichtung wie quer dazu. Wegen des Zusammenhangs zwischen den Koérnern
des Werkstoffs und den Fasern des Modells werden die Modellproben mit fiinf mal so vielen
Fasern hoch (M =Anzahl Biindel) wie breit (N=Anzahl Fasern pro Biindel) generiert, was zu
einem M:N-Verhéltnis von 5 fiihrt. Unterschiedlich grofie Biindelketten représentieren damit
unterschiedlich grofte, dhnliche Proben gleichgrofier Mikrostrukturkomponenten. Die generier-
ten Modellproben bestanden aus Biindeln der Breite N=20 und 40, womit sich Kettenlangen
von M =100 und 200 Biindeln ergaben.
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Fiir jede der beiden Probengréfen wurden 100 nominell gleiche Proben mit der Grundvertei-
lung fiir die Faserfestigkeiten nach Gl. (3.44) mit a=400, (=c/a=5 und d=0.5 erzeugt. Diese
wurden jeweils mit der LLS-Regel Gl. (4.39) und einem Rifspitzenlastkonzentrationsfaktor
frf=0.5 berechnet.

Abbildung 10.35 auf Seite 154 zeigt die ermittelte Bruchspannungsverteilung und Abbildung
10.36 die Verteilung der Schadigungen bei Bruchlast. Die Verteilungen fallen dabei fast auf-
einander, wobei die Verteilungen der groferen Proben geringfiigig hohere Wahrscheinlichkeits-
werte bei gleicher Bruchspannung bzw. Schidigung zeigen als die kleineren Proben.

Wird die Verteilung der gréfseren Probe punktweise mit der weakest-link-Skalierungsvorschrift
Gl. (4.25) auf die kleinere Faseranzahl skaliert, also jeder Punkt P; der Verteilung der grofen
Probe aus 40x200=8000 Fasern der Vorschrift

Pyka2000 = 1 — (1 — Psooo) /" (5.6)

mit k =4 unterworfen, ergeben sich die sternférmigen Punkte in den beiden Abbildungen. Es
ist deutlich zu sehen, dafs diese erheblich von der Verteilungskurve fiir die kleineren Proben
abweicht.

Dieses Beispiel zeigt, dafs die eingangs erwihnte Vermutung, das statistische Verhalten von
Biindelketten bei LLS konne generell mittels einer weakest-link-Skalierung nach der Gesamt-
zahl der Fasern erfafst werden, nicht bestétigt werden kann.

Zur genaueren Erfassung von Probengrofeneffekten wurden die Proben mit 20x100 und
40x200 Fasern um eine mittlere Probengréfse von 30x 150 Fasern ergénzt. Drei weitere Serien
100 nominell gleicher Proben mit den gleichen Probengréfsen wurden auflerdem mit der ELS-
Regel berechnet. Alle Modellproben haben das gleiche Héhe-zu-Breite-Verhaltnis M: N =5.

Tabelle 5.5 zeigt die Mittelwerte (MW) und Standardabweichungen (SA) und den jeweils
kleinsten (min) und groften (max) Wert der Bruchspannungen und der Schidigungen. In Ab-
bildung 5.2 sind die Mittelwerte und Standardabweichungen als Fehlerbalken in Abhéngigkeit
von der Faseranzahl dargestellt.

Tabelle 5.5: GroReneffekt von Bilindelketten

or—a\P
Verteilung der Faserbruchspannungen: P(of) = ( L “>

C

Parameter fiir das Beispiel: =400, ¢c=5a=2000, d=0.5; p=1/d (Ay =1)

ELS LLS, fry = 0.5

Probengrofe NxM | 20x100 30x150 40x200 || 20x100 30x150 40x200
o min 1.72 1.97 2.01 1549 1538  1.661
Bruchspannung 2% || 234 2.32 2.36 2.064  2.045  2.048
MW || 2.12 2.17 2.20 1.875  1.852  1.849

F/(Na) SA 0.12 0.08 0.07 0.091  0.08%  0.077
min 1.95 1.60 5.19 1.50 1.64 2.11

Schidigung [ ™% | 1095 1058 1179 7.15 6.51 6.19
MW || 6.68 7.50 7.92 4.03 3.86 3.82

100N/ (NM) g 1.63 1.40 1.20 1.06 0.97 0.86
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Abbildung 5.2: Grofeneffekt: Mittelwert und Standardabweichung von Bruchspannung und
Schédigung mit wachsender Elementanzahl bei ELS und LLS (frf=0.5) (vgl. Tabelle 5.5).
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Bei gleichméfiger Lastverteilung innerhalb der Biindel ist sowohl beziiglich der Bruchspan-
nung als auch der Schadigung ein Probengrofeneffekt deutlich erkennbar, bei dem mit zu-
nehmender Faserzahl — und damit zunehmender Anzahl stochastisch generierter Festigkeiten
— die mittlere Bruchspannung der Proben zunimmt, wahrend die Streuung gleichzeitig ab-
nimmt. Bei den Bruchschadigungen ist dieser Effekt sogar noch ausgeprégter. Allerdings sind
die Zuwéchse bei kleinen Faserzahlen grofser als bei grofsen Faserzahlen. Die Abhéngigkeit von
der Probengrofie scheint also fiir grofe Proben zu verschwinden.

Die Streuung nimmt mit zunehmender Probengréfe nur sehr wenig ab. Simulationen mit sehr
viel grofseren Proben, deren Ergebnisse hier nicht gezeigt sind, ergeben eine nahezu konstante
Streuung auch bei sehr grofsen Proben.

Bei der hier verwendeten lokalen Lastverteilungsregel ist ein leicht gegenlaufiger Probengro-
Reneffekt fiir die Mittelwerte festzustellen, also ein Absinken des Mittelwerts bei Zunahme
der Probengrofe. Die Streuung nimmt auch fiir diesen Fall mit zunehmender Probengrofie ab
und verhélt sich im {ibrigen ahnlich wie im Falle gleicher Lastverteilung.

In einer Untersuchung, bei der der Grofkeneffekt von Modellproben mit gleichméfiger Last-
verteilung (ELS) und einer schmalen Grundverteilung der Faserbelastbarkeiten (c¢=2a mit
a=500) mit dem FE-Modell verglichen wurden, zeigten sich fiir die Biindelkette die gleichen
Grokeneffekte wie in Abbildung 5.2, also ein Anstieg des Mittelwerts bei groferen Proben.
(Vgl. dazu auch Kapitel 7.2 und Abbildungen 10.71 und 10.72.) Damit erscheint dieses Pro-
bengroéfienverhalten als unabhéngig von der gewéhlten Grundverteilung. Es stellt sich dann
aber die Frage, wieso auf dem niederen Bruchspannungsniveau unterhalb von 700 MPa ein An-
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steigen des Mittelwerts mit zunehmender Probengrofe des Biindelkettenmodells iiberhaupt
erfolgen kann. Verfolgt man namlich die Mittelwerte der Bruchspannungen bei Festhalten des
Verhéltnisses M:N=5 zu immer kleineren Biindelkettengrofien, erreicht man schlieflich eine
reine weakest-link-Kette aus 5 hintereinandergeschalteten Fasern. Berechnet man den theore-
tischen Mittelwert fiir diese Konfiguration nach Gl. (4.22), ergibt sich ein Wert von etwa 869,
der deutlich hoher ist, als der fiir alle gezeigten Modellprobengréfien.

Um diese Ungereimtheit aufzuklaren, wurden je 30 Rechnungen fiir Biindelketten der gleichen
Grundverteilung (a=500, (=c/a=2, d=0.5) und der Groken NxM=1x5, 2x10, 3x15, 5x25
und 10x50 durchgefiihrt und ihre mittleren Bruchspannungen und deren Streuungen zusam-
men mit den grokeren Modellproben in ein Diagramm eingetragen (Abbildung 10.37 auf S.
155). Dabei zeigt sich, dafs der Mittelwert der 30 Rechnungen der weakest-link-Kette praktisch
exakt mit dem theoretisch ermittelten Wert (roter Kreis) zusammenfallt. Mit zunehmender
Biindelkettengréfe nimmt dann der empirisch ermittelte Spannungsmittelwert zuerst ab, er-
reicht dann offenbar zwischen 2x10 und 10x50 Fasern einen Tiefstpunkt und steigt dann
wieder an, um erst dann asymptotisch zu konvergieren. Die Streuung hingegen ist bei der
reinen Kette am grofsten und sinkt kontinuierlich ab.

Betrachtet man nun noch die prozentualen Schadigungen dieser Serie von Miniaturmodell-
proben, siehe Abbildung 10.38 (Seite 155), stellt man fest, daf sich diese véllig ,normal” ver-
halten: Die Schadigung bei maximaler Last der reinen Kette betragt selbstverstdndlich null,
eine Streuung ist dabei unmoglich. Ab der Grofe 2x 10 steigt der Mittelwert der Schadigung
an, wihrend die Streung von zunéchst 5% (41 Faser) kontinuierlich sinkt.



Kapitel 6

Ergebnisse von FE-Rechnungen

6.1 Uberblick zu den Rechnungen mit den FE-Modellen

Bisherige Arbeiten, die sprodes Bruchverhalten von Kontinua unter dem Aspekt lokaler Bruch-
festigkeiten auf mikrostruktureller Ebene zu erfassen versuchten, betrachteten entweder das
statistische Verhalten unter Verwendung grob idealisierender Modelle, wie etwa der Faserbiin-
delmodelle oder anderer einfacher Stabmodelle, oder begniigten sich damit, einzelne Aspekte
des Bruchverhaltens diskreter Materialinhomogenitidtern zu untersuchen, ohne die statisti-
schen Aspekte weiterzuverfolgen In dieser Arbeit wird versucht, den statistischen Aspekt mit
einem an das reale Verhalten eines Kontinuums angepafiten Modell zu verkniipfen. Die Ver-
kniipfung des statistischen Aspekts eines lokalen stochastischen Modells im Rahmen einer
Kontinuumsbeschreibung mit Finiten Elementen eroffnet ein weites Feld offener Fragen, die
allenfalls ansatzweise in dieser Arbeit behandelt werden koénnen. Die Herausforderung dieser
Arbeit besteht somit weniger in einer umfassenden Erarbeitung aller Aspekte einer auf lokalen
Inhomogenitéten basierenden Kontinuumsmodellierung, als vielmehr in der Beschréankung auf
die statistischen Aspekte dieser Modellierung mit vereinfachten Modellen und der Vorstellung
damit erzielter Ergebnisse.

Die mit der mikrostrukturellen Heterogenitét verbundenen Annahmen und statistischen Effek-
te wurden schon in Kapitel 5 behandelt. Die Grundlage der Modellierung basiert weiterhin auf
einem Zusammenhang zwischen mikrostruktureller Gefiigestruktur mit stochastischen Festig-
keitseigenschaften und Tragern dieser Eigenschaften im Modell, beim FE-Modell den Finiten
Elementen. Die statistischen Effekte sind zum einen die Probengrofeneffekte der mittleren
Bruchspannung, die dabei erreichten mittleren Schidigungsanteile und deren Streuungen bei
unterschiedlicher Feinheit der Diskretisierung. Weiterhin ist dies die Form der resultierenden
Verteilungsdichte bzw. ihrer kumulativen Verteilung. Als wesentliche Folge davon ist die Frage
der Skalierbarkeit von grofsem Interesse.

Wesentliche Einschrénkungen und Vereinfachungen der Methoden wurden bereits genannt
und lassen sich in den folgenden Punkten noch einmal zusammenfassen:

e Beschriankung auf eine approximierte WEIBULL-Verteilung als Grundverteilung der dis-
kreten Festigkeitswerte,

e [gnorieren geometrischer Zufélligkeiten, wie etwa Unterschiede in Groéfe und Orientie-
rung von Koérnern,
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stark vereinfachendes isotrop—elastisches Materialverhalten vor dem Elementversagen,

Annahme kleiner makroskopischer Verzerrungen,

Beschrankung auf ein makroskopisches Normalspannungskriterium als lokale Versagens-
bedingung und

stark idealisierter, am Verhalten vom Faserbiindelmodell orientierter, plotzlicher Versa-
gensmechanismus der Elemente.

Als weitere Einschrankung werden nur Modellproben betrachtet, die ein mit den experimentell
untersuchten Proben gemeinsames Hohen-zu-Breiten-Verhéltnis aufweisen.

In diesem Kapitel wird zunéchst ein Uberblick zu den FE-Modellproben und ihren Belastun-
gen gegeben und die Grundséitze beschrieben, nach denen die lokalen Festigkeiten generiert
und die makroskopischen Antworten dargestellt werden. Da trotz aller Bemiihungen, einen
schnellen FE-Code zu entwickeln, die Rechenzeiten einen stark limitierenden, wesentlichen
Einfluf ausiiben, wird auflerdem ein kurzer Abschnitt diesem Thema gewidmet.

In Abschnitt 6.2 werden Proben mit konstantem Querschnitt behandelt, wobei zuerst in Ab-
schnitt 6.2.1 einige Erkenntnisse fiir das Kohésivmodell vorgestellt und in Abschnitt 6.2.2
erste Ergebnisse von untaillierten Modellproben mit dem Modell, bei dem die Kontinuums-
elemente versagen kénnen, gezeigt werden. Daran anschlieffend werden die beiden Modelle im
Abschnitt 6.2.3 miteinander verglichen.

Abschnitt 6.3 widmet sich Modellrechnungen von taillierten Flachzugproben mit dem Kon-
tinuumsmodell. Zu Anfang werden die FE-Diskretisierung der verwendeten taillierten Pro-
ben erlautert und die zur Untersuchung verwendeten Probenmodifikationen zusammengefafst.
Daran anschliefsend wird in Abschnitt 6.3.3 kurz das allgemeine Verhalten der Modellproben
beschrieben, wonach in den Abschnitten 6.3.4 und 6.3.5 die erzielten Ergebnisse in Bezug
auf die Bruchspannungen und -schidigungen anhand von Abbildungen gezeigt werden. Diese
werden in Abschnitt 6.3.6 durch eine Untersuchung iiber weit von der taillierten Probenmitte
entfernt auftretende Risse ergénzt. Die Ergebnisse werden in Abschnitt 6.3.7 zusammenfas-
send interpretiert und um Vergleiche mit Ergebnissen von Rechnungen nichttaillierter Proben
erganzt.

In Abschnitt 6.4 schliefslich erfolgt ein Résumé der Modellrechnungen und eine Diskussion der
angewandten Modelle.

6.1.1 FE-Modellproben und ihre Belastung

Die Elementierung der Modellproben wurde in Kapitel 4.2.1 bereits detailliert vorgestellt. Bei
Verwendung des Kohisivgesetzes zur Modellierung von Mikrorissen wird die Probenmeftfla-
che abwechselnd durch Schichten unzerstorbarer Kontinuumselemente und ausdehnungsloser
Schichten von Kohésivelementen diskretisiert. Auf M Schichten zu je N Kontinuumselementen
kommen dabei M-1 Schichten zu je N+1 Kohésivelementen. Die Grenzbelastbarkeiten werden
extern bereits fiir die Biindelketten erzeugt. Um diese unverandert iibernehmen zu koénnen,
mufs beachtet werden, daf diese Fasergrenzbelastungen als Faserspannungen einer Einheits-
faser der Querschnittsfliche 1 betrachtet wurden. Sollen die Kohésiv-Grenzknotenkréfte, fe,
die Werte iibernehmen, ohne ihr Spannungsiquivalent in gleicher Hohe zu verlieren, miissen
die anliegenden Kontinuumselemente eine Breite L, =1 aufweisen. Aufgrund der Relation zwi-
schen Probengrofse und Anzahl statistisch generierter Festigkeiten, werden die Hohen der Kon-
tinuumselemente, L, , ebenfalls in Einheitsgrofse bestimmt, so daf die Kontinuumselemente als
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Einheitselemente der Grofe L,=L,=1 generiert werden. Bei Verwendung von bruchféhigen
Kontinuumselementen zur Mikrorifmodellierung kénnen die Elemente in ihrer tatséchlichen,
in mm angegebenen Grofse angegeben werden. Besonderheiten bei der Modellierung taillierter
Modellproben werden in Abschnitt 6.3.1 behandelt.

Alle verwendeten FE-Netze orientieren sich an den verwendeten realen Flachzugproben aus
Kapitel 2. Die Mefflachen der Proben mit konstanter Breite haben ein Geometrieverhéltnis
Hohe zu Breite = 5. Da die Kérner des Werkstoffs als anndhernd gleichseitig betrachtet wer-
den konnen, bestehen die Proben aus fiinfmal so vielen Kérnern in Probenlangsrichtung wie
quer dazu. Wegen des postulierten Zusammenhangs zwischen Korngrenzflichen des Werk-
stoffs und diskreten Festigkeiten, die im Modell durch jeweils ein Element mit individueller
Belastbarkeitsgrenze reprasentiert werden, werden die Modellproben mit fiinfmal so vielen
Elementen hoch wie breit generiert wodurch die Probengréften weiterhin durch ihre N x M-
Grofse, wie bereits die Biindelketten, charakterisiert werden kénnen. Da allerdings eine Probe,
die aus 20x100 Kontinuumselementen besteht, wiederum 21x99 Kohéasivelemente und eine
Probe mit 20x100 Kohésivelementen 19x101 Kontinuumselemente besitzt, kommen mitunter
geringe Abweichungen von dieser 5:1-Regel zustande.

Die Fesselung des Systems erfolgt, wie bereits in Kapitel 4.2.1 erldutert wurde, durch Fesselung
der Knoten am unteren und oberen Rand des FE-Gitters, wobei nur die Mittenknoten gegen
Breitenverschiebung gehalten werden. Die Knoten am oberen Rand werden dann im Verlauf
der Rechnung um jeweils einen gleichen Betrag verschoben. Die makroskopische Zugkraft
entspricht der Summe der Reaktionskréfte dieser Knoten.

Die Steuerung der Verschiebungsinkremente ist in Kapitel 4.2.7 beschrieben. Dabei ergeben
sich die diskreten Werte der Verschiebungen aus den Inkrementen, die notwendig sind, damit in
jedem positiven Verschiebungsinkrement gerade ein weiteres Element reiftt. Bei Erreichen die-
ser Schwelle werden solange nur Verschiebungsinkremente der Grofse null aufgebracht, bis alle
Bruchvorgéinge einschliefslich aller infolge vorangeganger Briiche aus den Lastumlagerungen
entstehenden Folgebriiche abgeschlossen sind. Aufgrund der Notwendigkeit von Vorschétzun-
gen fiir die richtige Verschiebungsinkrementgréfie ergeben sich Zwischenschritte. Ungiiltige,
d.h. zu grofe, Zwischenschritte werden intern als Vorschiatzung verwendet, aber es erfolgt
keine Ausgabe von Spannungen oder Verschiebungen; in den Rechenprotokollen werden sie
als Versuch (jattempt“) angegeben.

Die in diesem Kapitel ausgewerteten Grofen sind die Probenspannung und die Probenschédi-
gung und bei den taillierten Proben zusétzlich der Ort der Schadigung. Die zuletzt genannte
Grofse wird in Abschnitt 6.3.5 ab Seite 112 genauer beschrieben.

Die Probenspannungen sind grundsétzlich — unabhéngig von der Anzahl der stochastischen
Werte — als Randlast F' bezogen auf die Probenbreite, d.h. die Kontinuumsbreite, definiert,
wobei diese im unverformten Zustand berechnet wird. Als Bruchspannung wird die maximale
Spannung bezeichnet, die die Probe im Lauf ihrer Berechnung erreicht hat. Dies ist im allge-
meinen auch die Spannung, bei der keine weiteren positiven Verschiebungen mehr aufgebracht
werden, da dann kaskadenartig weiteres Rifswachstum erfolgt.

Die Probenschiadigung, die oft mit b=N; /(N M) bezeichnet wird, berechnet sich aus der An-
zahl gebrochener Elemente, Ny, bezogen auf die tatsichliche Gesamtzahl an bruchfahigen
Elementen. Bei Verwendung des Kohésivmodells ist dies die Anzahl von (tatséchlich vorhan-
denen) Kohésivelementen. Als Bruchschidigung wird die Probenschidigung bezeichnet, bei
der die Bruchspannung erreicht wird, also bevor die Schédigung kaskadenartig durch innere
Spannungsumlagerungen anwéchst. (In Abbildung 10.12 ist in Inkrement 35 die Bruchspan-
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nung und Bruchschéadigung erreicht; die fiir die Bruchschiddigung mafsgebliche Anzahl gebro-
chener Elemente ist in Abbildung 10.13, oben, der unterste Wert des senkrecht nach oben
weisenden Astes der Kurve.)

6.1.2 Verwendete Grundverteilungen

Als Versagenskriterium wird ein lokales, statistisch streuendes Festigkeitskriterium auf mi-
krostruktureller Ebene angesetzt, mit welchem die fluktuierenden Festigkeitsunterschiede der
Mikrostruktur als abgedeckt angenommen werden. Dieses wird im Rahmen der Modellierung
mit Kohisivelementen als Grenzknotenkraft, f., der an die Kohésivelemente angrenzenden
Kontinuumselemente in Zugrichtung (s. Abbildung 4.7) und fiir die Modellierung mit ver-
sagenden Kontinuumselementen als Grenznormalspannung, oy, ., jeweils auf Elementebene
eingesetzt.

Nicht beriicksichtigt sind durch diesen Ansatz fluktuierender Festigkeitsunterschiede die unter-
schiedlich grofen Korner einer realen Probe und die zwangslaufig daraus folgende geometrische
Unordnung und die relative Versetzung der Kérner zueinander. Die relative Versetzung der
Koérner zueinander wird als mafgebliche Ursache fiir das Arretieren von bereits entstandenen
Mikrorissen betrachtet und findet seine Entsprechung im Modell durch die plétzliche Grenz-
festigkeitsédnderung an den Elementréandern. Die geometrische Unordnung aus unterschiedlich
groften Kornern wird in ihrer Wirkung implizit durch die Grundverteilung der Grenzfestigkei-
ten beriicksichtigt und explizit im Modell vernachlassigt.

Die Grenzfestigkeiten des Materials werden als Stichprobenwerte aus einer kontinuierlichen
Grundverteilungsfunktion angesehen. Alle Grundverteilungen fiir die in diesem Kapitel ge-
zeigten Modellproben entstammen einer Approximation nach Gl. (3.42) fiir eine nach unten
begrenzte WEIBULL-Verteilung. Hierbei ist die untere Grenze, a, die Spannung, bei der im
Experiment die ersten Mikrorisse auftreten. Diese Spannung wird von Wittkowsky in [85]
mit 400 MPa angegeben. In einigen frith durchgefithrten Rechnungen mit dem Kohésivmodell
wurde aber auch =500 MPa verwendet.

Die iibrigen Parameter, d. h. ¢ und p, kénnen nur geschétzt werden. Vergleiche des Verhaltens
der Modellproben mit dem Verhalten, welches reale Proben zeigten, kann dann einen Hinweis
auf die geeigneten Groéfenordnungen liefern.

Um die Untersuchungen zu beschrinken, wurde der Exponentialparameter p fiir die unter-
suchten Modellproben immer gleich 2 gesetzt, d.h. d=0.5 in Gl. (3.43), wihrend die Vertei-
lungsbreite, (=c/a in Gl. (3.44), stark variiert wurde. In einigen frithen Rechnungen, die zu
Vergleichszwecken mit dem Biindelkettenmodell durchgefiihrt wurden, war ¢ tendentiell eher
klein gewéhlt worden (¢ < 1 bis 3). Bei Untersuchungen an taillierten Modellproben, die mit
dem erst spater implementierten Modell mit bruchfdhigen Kontinuumselementen durchgefiihrt
wurden, erschienen hingegen breitere Grundverteilungen angemessener, so daft Grundvertei-
lungen bis (=20 untersucht wurden.

6.1.3 Bestimmung der Versagens- und Schadigungswahrscheinlichkeiten

Werden Serien nominell gleicher Proben berechnet, konnen die fiir jede dieser Proben ermit-
telten Bruchspannungen und Bruchschddigungen als Stichprobenwerte einer Verteilungsfunk-
tion p(z) angesehen werden. Grundsatzlich ist diese resultierende Verteilungsfunktion nicht
bekannt. Die kumulative Verteilung kann aber geschitzt und diese Schéatzung graphisch dar-
gestellt werden. Zur Darstellung dieser Schéatzung werden die diskret ermittelten Werte als
kumulative Verteilungen P(z) nach Kapitel 3.2 aufgetragen.
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Dazu werden die I erzielten Bruchspannungswerte nach ihrer Grofe sortiert, so dafs o1 <
o2 -+ < oy ist, womit dann jedem Wert eine Versagenswahrscheinlichkeit

P(o;) = (i — 0.5)/1 (6.1)

zugeordnet wird.

Analog den Bruchspannungen 1aft sich auch fiir die Bruchschiddigungen einer jeden Pro-
benserie eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung aufstellen, wenn man die Bruchschédi-
gungen, b;, jeder Modellprobe i der I zu wertenden Modellrechnungen, unabhéngig von ihrer
jeweiligen Bruchspannung, nach ihrer Grofie sortiert und wiederum eine Schiadigungswahr-
scheinlichkeit

P(b;) = (i — 0.5)/1 (6.2)

zuordnet.

6.1.4 Rechenaufwand

Die Rechenzeiten der FE-Modellproben variieren extrem — nicht nur in Abhéngigkeit von
den verwendeten Freiheitsgraden sondern auch in Abhéngigkeit von der verwendeten Vertei-
lungsbreite der Grundverteilung der stochastischen diskreten Belastungsgrenzen. Als weiterere
Faktoren fiir die Rechenzeiten sind in Kapitel 4.2.6, das Abruchkriterium des iterativen Glei-
chungslosers und die Giite der Vorschitzung der Verschiebungsinkremete, u’, bereits benannt
worden.

Wiéhrend Proben der Grofe N x M=20x100 mit eher schmaler Grundverteilung ((=5) durch-
schnittlich nur etwa 1-3 Minuten bis zum Kraftmaximum benétigten, brauchten die selben
Proben bei breiter Grundverteilung ((=20) aufgrund der hoheren Schidigung bereits etwa
6-8 Minuten pro Probe. Bei Verdoppelung der Diskretisierung in jede Raumrichtung, also
N xM=40x200 Kontinuumselemente, bendtigte eine taillierte Probe mit Grundverteilungs-
breite (=5 etwa 30 Minuten pro Probe und mit (=20 sogar 90 Minuten. Der Grund fiir diese
Zunahme bei den grofseren Proben liegt nicht allein an der hoheren Anzahl an Freiheitsgra-
den, sondern auch an der hoheren Anzahl an bendtigten Lastinkrementen zum Erreichen des
gleichen Schidigungsanteils.

Proben mit konstantem Querschnitt erreichten héhere Schadigungen. Eine N xM=40x200
grofie Probe mit (=20 bendétigte im Schnitt 140 Minuten, also etwa die 1.5-fache Zeit der
taillierten Proben gleicher Grofe und Grundverteilung, und die selbe Probe mit Kohésivele-
menten berechnet bendtigte etwa 14-17 Stunden. Die Zunahme um den Faktor 6 erklért sich
durch die hohere Anzahl von Freiheitsgraden in Verbindung mit fast einer Verdoppelung an
Iterationen fiir den Gleichungsléser zum Erreichen derselben Genauigkeit.

Um den Einfluff des Abbruchkriteriums auf die Rechenzeit zu verdeutlichen, seien hier noch
Rechnungen aus der Programmtestphase erwahnt. Die Serie der grofsten Proben mit Kohésiv-
elementen, N xM=100x500, das sind iiber 200000 Freiheitsgrade, wurde anfangs mit einem
strengen Genauigkeitskriterium berechnet. Nach der Berechnung der ersten beiden Modellpro-
ben wurde die Genauigkeitsanforderung fiir das maximale Knotenungleichgewicht, das auch
den Ausiterierungsgrad des Gleichungslosers bestimmt, von vormals 0.000 01 MPa auf 0.1 MPa
gesenkt. Die ersten beiden Proben benétigten 9 bzw. 98 Stunden bei 17 bzw. 120 Inkrementen,
also deutlich iiber 30 Minuten pro Inkrement. Die {ibrigen 8 Proben dieser Serie benotigten
im Schnitt 25 Stunden pro Probe bei durchschnittlich 72 Inkrementen, also mit 20 Minuten
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pro Inkrement zwischen 50 und 70% der Zeit. (Die ersten beiden Proben bendétigten dafiir 977
bzw. 982 Iterationen je Solveraufruf, die iibrigen zwischen 458 und 586.)

Rechenzeiten von mehreren Stunden gelten bei FE-Rechnungen sicher nicht als exorbitant,
es mufs dabei aber bedacht werden, daff wegen des statistischen Charakters grundsatzlich
mehrere nominell gleiche Proben berechnet werden miissen.

Alle Rechnungen wurden auf einem sun™ , Fire Computeserver* mit 5 CPU und 3 GB Haupt-
speicher durchgefiihrt.

6.2 Rechnungen fiir Flachzugproben konstanten Querschnitts

6.2.1 Rechnungen mit dem Kohisivmodell
Versagensverhalten von Kohéasivmodellproben

Bei Aufbringen einer Verschiebung u® am oberen Probenrand dehnt sich die Probe. In ei-
ner ungeschadigten Probe setzt sich diese Dehnung aus den Dehnungen der Kontinuumsele-
mente und den Separationen der Kohésivelemente zusammen. Verwendet man die Beziehung
0 = f/v (siehe Abbildung 4.7) fiir die Kohésivseparation, die ebene Spannungs-Dehnungs-
Beziehung oy, = Fe,, fiir die Kontinuumselemente in Belastungsrichtung und betrachtet ein
gleichméfiges FE-Netz, welches entlang der Belastungsrichtung mit M Kontinuumselementen
diskretisiert ist, die mittels M-1 Kohésivelementen zusammengehalten werden, ergibt sich die
Dehnung der Kontinuumselemente

uO

3 = s
W (M = 1)LyE/v+ ML,

(6.3)

wobei L, und L, die Dimension der Kontinuumselemente in Belastungsrichtung bzw. senk-
recht dazu ist. Sind die Kontinuumselemente rechteckig, also L, = L,, und wird die Probe
grofs, daf ndherungsweise (M — 1)/M = 1 gilt, ergibt sich die Verlangerung des Kontinu-
umsanteils zu

uO

1+

ALKontinuum = (64)

Sl

Bei ¢ = E entfillt damit die Probendehnung zur Hélfte und bei v = 5F immer noch zu
16% auf die Separation der Kohésivelemente. Grundsétzlich sind deshalb die aufzubringenden
Randverschiebungen hoher, als sie ohne die Kohésivelemente waren.

Bei Versagen eines Kohésivelements ziehen sich Elemente oberhalb und unterhalb des ge-
brochenen Elements aufgrund elastischer Entlastung wieder zusammen. Dies bedeutet aber
gleichzeitig auch das Zusammenzichen der weiter daran anschliefenden Kohésivelemente, wih-
rend die Separationen und Dehnungen der ungeschidigten Elemente aufgrund der Lastumla-
gerung grofser werden. Die Deformationen innerhalb der Modellprobe sind deshalb erheblich
grofer als in vergleichbaren Proben, bei denen zur Modellierung ausschlieflich (bruchfihige)
Kontinuumselemente verwendet werden (vgl. Abbildung 10.53 auf Seite 163).

Die Deformation am Rifsrand wird durch die kumulative Wirkung der elastischen Entlastun-
gen von Kontinuumselementen und Kohésivseparation verstédrkt. Dies fiihrt aber nicht zu
verstarktem Riffwachstum an diesen Rédndern, sondern scheint diese zusétzlich abzuschirmen,
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so dafs Risse an anderer Stelle bevorzugt entstehen. Dies fiihrt zu einer héheren Lastaufnah-
me der Probe. Wie im néchsten Abschnitt gezeigt wird, fiihrt die Modellierung mit weniger
separierenden Kohésivelementen, bei denen also die Deformation aufgrund einzelner Mikro-
rifvorgange geringer ausfillt, zum fritheren Durchbrechen der Probe bei niedrigeren Bruch-
spannungen und niedrigeren Bruchschadigungen.

Einflufs der Kohésivparameter

Die Rifenergie I" wurde in Gl. (4.60) als Funktion der generierten Bruchfestigkeiten, f., der
Kohésivseparation 0, die auch durch f./1 ausgedriickt werden kann, und der Breite der an-
grenzenden Kontinuumselemente, L,, angegeben. An dieser Stelle soll untersucht werden, ob
sich das Modell bei unterschiedlicher Elementgrofe L, aber gleicher Riftenergie gleich verhalt.

Zu diesem Zweck wurde eine willkiirlich ausgewéhlte Modellprobe, bei der die Kontinuums-
elemente mit Einheitsgrofte generiert waren, erneut berechnet. Die Elementgrofse wurde dabei
halbiert, d.h. L, = L, = 0.5 gewahlt. Um die Rifienergie konstant zu halten, wurden auch
der Parameter 1 und die generierten Bruchfestigkeiten halbiert. Abbildung 10.39 auf Seite
156 zeigt die Spannungs- und Schédigungsentwicklung iiber der Dehnung der Gesamtprobe.
Die Kurvenverldufe der beiden Rechnungen sind bis kurz vor dem Maximum der Spannungen
gleich (gleiche Spannung- und Schiadigungswerte je Lastinkrement), unterscheiden sich dann
aber geringfiigig voneinander. Die Probendehnungen weichen hingegen bereits vom Beginn
der Rechnungen an sehr deutlich voneinander ab.

Der Grund dafiir ist in der Konstanz der Riffenergie zu finden, welche nur dann gegeben ist,
wenn die Separation auch bei kleiner werdenden Elementen gleich bleibt, wofiir zuséatzlich zu
fe und L, auch die Separationssteifigkeit, 1, zu verédndern ist (vgl. Gl. (4.60)). Dies fiihrt
zu einem hoheren Anteil der Kohé&sivseparation, d, an der gesamten Probendehnung und
damit zu einer héheren Deformation der Elemente bei Bruch. In Abbildung 10.40 ist die
Spannungsentwicklung iiber der Schadigung fiir die beiden Rechnungen gezeigt, und man
sieht in dieser Abbildung sehr deutlich, dafs die Probe mit dem hoheren Separationsanteil,
das ist Probe b, eine gering hohere Bruchspannung bei deutlich héherem Schédigungsanteil
erreicht.

Um das an diesem Vergleich erstmalig beobachtete Phinomen der Schédigungs- und Span-
nungsabhangigkeit von der Separation naher zu untersuchen, wurde ein Teil einer bereits
berechneten Serie mit einer neuen Kohésivsteifigkeit, ¥, berechnet und die Ergebnisse sowohl
als Serie wie auch einzeln miteinander verglichen. Die iibrigen Parameter (E, v, Ly, Ly, fci)
blieben dabei unveréndert.

Von einer Serie aus 100 nominell gleichen Modellproben mit einer Grundverteilung nach
Gl. (3.44) mit den Parametern a=400, (=20 und d=0.5, die mit dem Kohésivmodell be-
rechnet wurden, wurden fiir die ersten 50 Proben die generierten Grenzfestigkeiten aus den
gespeicherten Samen (s. Kapitel 3.3.2) regeneriert. Diese Modellproben wurden nun mit einer
neuen Steigung des Kohésivgesetzes berechnet. Wahrend im ersten Rechengang diese Stei-
gung mit p=1.e6 etwa 5 mal so grof war wie der E-Modul der Kontinuumselemente, wurde
sie beim zweiten Rechenlauf dem E-Modul (18.e4) gleichgesetzt. Die Rifenergie I" wurde dabei
etwa 5 mal so grofs wie zuvor, und der Anteil der Separation an der Gesamtverlangerung der
Probe wurde erheblich vergrofert, so daft sowohl die absolute Kohésivseparationen wie auch
die Kontinuumsschubverzerrungen bei Bruch eines Kohésivelements deutlich hoher wurden,
als bei der ersten Berechnung der Proben. Da sich mit der herabgesetzten Kohésivsteifigkeit
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bei gleicher Randverschiebung, u°, eine um den ungefdhren Faktor 0.6 verminderte Verzerrung
der Kontinuumselemente, €, vgl. Gl. (6.3), ergibt, wird auch die zu gleicher Langenénderung
der Probe benétigte Zugkraft um diesen Faktor vermindert, so dafs die Proben als ,weicher*
angesehen werden kénnen.

Abbildung 10.41 auf Seite 157 zeigt die erzielte Bruchspannung als offenen blauen Kreis jeder
der 50 Proben im Vergleich zur Bruchspannung, die mit der urspriinglichen Kohésivsteigung
erzielt worden war (kompakter roter Punkt). In Abbildung 10.42 sind die Bruchschiadigun-
gen auf die gleiche Weise dargestellt. Deutlich ist dabei zu sehen, dafs die Werte aus beiden
Rechnungen nur in einigen Fallen zusammenfallen. Bei der Hélfte der Proben sind die Bruch-
schidigungen und Bruchspannungen der jeweils weicheren Probe (also die blauen Kreise,
1)=18.e4) deutlich {iber den Werten der Rechnungen mit geringerer Separation. Nur etwa ein
Viertel der Rechnungen weist den umgekehrten Effekt auf. Dieses Ergebnis legt den Schlufs
nahe, das das Auftreten héherer Bruchwerte beim weicheren System nicht zuféllig ist.

Die Abbildungen 10.43 und 10.44 auf Seite 158 zeigen die resultierenden Verteilungen der
Rechnungen im Vergleich. Wahrend sich die Abweichungen bei den Schidigungen fast auszu-
gleichen scheinen, weist die Verteilung der Bruchspannungen beim weicheren System (¢)=18.e4)
eine deutlich zu héheren Spannungswerten neigende Verteilung auf.

Obwohl die starkere Deformation das System zusétzlich weicher macht, resultieren daraus
offensichtlich hohere Bruchfestigkeiten als bei geringerer Deformation, sie erzeugt somit eine
Art , Duktilisierung® des Modellverhaltens, also eine dem spréden Werkstoffverhalten entge-
gengesetzte Wirkung.

Grofseneffekt

Um die Abhéngigkeit des Schiadigungs- und Bruchverhaltens von der Probengréfe in den FE-
Modellen zu erfassen, wurden mehrere Serien von Modellproben unterschiedlicher Grofe mit
dem Kohéasivmodell berechnet.

Dazu wurden Proben der Grofsen N xM=20x100, 30x 150, 50x250 und 100x500 berechnet.
Fiir die ersten 3 Probengrofen wurden Ensembles von je 30 Proben und von den groften
Proben ein Ensemble von 10 Proben berechnet. Alle 100 Proben waren nominell gleich mit
einer relativ schmalen Grundverteilung (=2. Die untere Versagensgrenze dieser Serie wurde

mit a=500 MPa angesetzt, die diskreten Bruchspannungswerte liegen also zwischen 500 und
1500 MPa.

Tabelle 6.1 zeigt die Ergebnisse fiir die Bruchspannungen und Schidigungen dieser Proben.
Angegeben ist dabei fiir jede Probengrofe die kleinste und grofte (min, max) aufgenommene
Maximallast (Finax) aller jeweiligen Proben und die Anzahl der dabei gebrochenen Kohésiv-
elemente (Ny), und der Mittelwert (MW) und die Standardabweichung (SA) dieser Werte fiir
das gesamte Ensemble. Daneben werden die auf die Probengrofte bezogenen Werte, Bruchlast
0B = Fiax/B, und prozentuale Bruchschiddigung, b = 100 N, /(N x M), angegeben. Die mitt-
lere Bruchspannung dieser Modellproben liegt nur knapp iiber dem Wert der unteren Grenze
der generierten Elementfestigkeiten und nimmt mit wachsender Probengréfse ab. Auch die
kleinste erzielte Bruchspannung jeder Serie nimmt dabei ab, bis sie bei den grofen Proben
praktisch die untere Generierungsgrenze der Elementfestigkeiten erreicht hat. Wesentlich stér-
ker nimmt dabei die obere Grenze der in jeder Probenserie erzielten Bruchfestigkeiten ab, was
dazu beitragt, dafl auch die Streuung der Bruchspannungen mit zunehmender Proengrofe
geringer wird.
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Tabelle 6.1: Bruchspannungen, op, und -schiadigungen, b, von Kohéasivmodellproben aus
N x M Kohésivelementen und (N-1)x (M +1) Kontinuumselementen, M:N=5.

Verteilungsparameter fiir das Beispiel: a=500, ¢=2a=1000 ((=2), d=0.5; p=1/d
Grofe der Kontinuumselemente: I,=l,~1, E=170 GPa, v=0.3; Kohésiv-¢—1.e6

Grofe Seriengrofe ~ NM B [mm)] Fax [N]  Np [Stk] | op [MPa] b [%]
MW 10741 12.6 565 0.63
20x100 30 Proben 2000 19 SA 382 6.5 20 0.32
Min 9906 2 521 0.10
Max 11505 27 605 1.35
MW 16174 21.7 558 0.48
30x150 30 Proben 4500 29 SA 573 12.7 20 0.28
Min 15127 4 522 0.09
Max 17227 45 594 1.00
MW 26 688 38.2 545 0.31
50x250 30 Proben 12500 49 SA 867 24.8 18 0.20
Min 25092 1 512 0.008
Max 28433 91 580 0.73
MW 52629 81.0 532 0.16
100x500 10 Proben 50000 99 SA 1573 57.9 16 0.12
Min 49598 1 501 0.002
Max 54 543 155 551 0.31

Werden die Schadigungen betrachtet, stellt man fest, daf infolge der sehr schmalen Grundver-
teilung in allen Serien Proben bereits nach wenigen Einzelbriichen ihr Kraftmaximum erreicht
haben und kaskadenartig ein Lokalisierungseffekt eintritt. Bei den grofsten Proben ist dieser
Zustand bereits nach dem ersten Mikrorifs aufgetreten. Infolge der hoheren Anzahl von Kohé-
sivfasern pro Schicht nimmt die Maximalzahl der Mikrorisse im Kraftmaximum zwar zu, aber
der Anteil der Proben mit hoher Schidigung nimmt auch hier mit wachsender Probengroéfse
ab, so dafs auch die Streuung der Bruchschédigungen mit wachsender Anzahl von Elementen
abnimmt.

Der Probengrofseneffekt ist also sowohl fiir die Bruchspannung als auch fiir die Schiadigung
deutlich negativ. Betrachtet man nun noch den Variationskoeffizienten, also das Verhéltnis
der Standardabweichung zum Mittelwert in Prozent, SA/MW*100, stellt man fest, daf dieser
Wert bei den Bruchspannungen mit wachsender Probengrofe leicht abnimmt, von 3.5% zu
3%, bei den Schadigungen aber steil ansteigt: bei der kleinsten Probengrofe betrigt die Stan-
dardabweichung etwa 50% des Mittelwerts, bei den groferen Proben wéchst diese Relation bis
auf 75% an. Wahrend der Mittelwert der Schadigung von den kleinen zu den groften Proben
um 75% abnimmt, nimmt die Streuung lediglich um etwa 60% ab.

6.2.2 Rechnungen mit versagenden Kontinuumselementen
Versagensverhalten

Fiir Proben mit konstantem Querschnitt brechen, wie bei der Modellierung mit Kohésivele-
menten, zuerst die Elemente mit den geringsten Festigkeiten. Ist die Breite der Grundver-
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teilung sehr schmal, tritt praktisch sofort Riflokalisierung ein. Erst wenn die Probe nach
einer Vorschadigung deformiert ist, ohne dabei bereits kaskadenartig durchgebrochen zu sein,
wird nachfolgend Rifsentstehung und Riffwachstum nicht mehr allein durch die Verteilung der
Festigkeiten bestimmt.

Mikrorisse kénnen sich in diesem Modell aber nicht nur senkrecht zur Belastungsrichtung
ausbreiten, sondern auch parallel dazu, indem direkt benachbarte Elemente, d.h. Elemente
mit gemeinsamer Elementgrenzflache, versagen. Gebrochene Elemente, die hingegen nur an
einem Knoten, d.h. diagonal, miteinander verbunden sind, bilden keinen vereinigten Rif5, da
ihr gemeinsamer Knoten durch die ungerissenen Elemente in der anderen Diagonalrichtung an
seiner Stelle gehalten werden kann. Dies korrespondiert mit der Vorstellung, daf die Elemente
in diesem Modell die Korngrenzflachen senkrecht zur Zugrichtung darstellen. Elemente die auf
die beschriebene Art ,jiber Eck gebrochen sind reprisentieren dann versetzte Mikrorisse in
benachbarten Grenzschichten. (In Abbildung 10.53b sind diese beiden Effekte, oben links und
rechts etwas tiefer davon, zu sehen.)

Untersuchte Modellproben

Um das Bruchverhalten genauer zu verstehen, sollen hier von den Rechnungen, die mit dem
Modell mit bruchfdhigen Kontinuumselementen durchgefiihrt wurden, 4 Probenserien gezeigt
werden, bei denen die Breite der Grundverteilung, ¢, und die Elementierung variiert wur-
de. Zur Abschitzung des Einflusses der Grundverteilung werden dariiberhinaus Ergebnisse
weiterer Probenserien einer konstanten Probengrofie gezeigt.

Die Wahrscheinlichkeit fiir die Bruchfestigkeiten der Elemente wurde bei den Proben varia-
bler Grofe mit einer unteren Verteilungsgrenze a von 400 MPa und einem Exponentialpara-
meter p=2 nach Gl. (3.42) angenommen, so daf die diskreten Grenzfestigkeiten, oy, .4, nach
Gl. (3.44) generiert werden konnten. Fiir die ersten beiden Serien wurde die Verteilungsbreite
(=5 gewahlt, so daf Festigkeiten zwischen 400 und 2400 MPa generiert wurden. Fiir die zwei-
ten beiden Serien wurde (=20 gewahlt, womit Elementfestigkeiten zwischen 400 und 8400 MPa
entstehen.

Mit jeder der Verteilungsbreiten wurde jeweils eine Serie mit N x M =20x100 Elementen und je
eine Serie mit 40x200 Elementen erzeugt. Die Probengréfe war in allen Féllen 2x 10 mm? bei
Elementgrofen L, = L, von 0.1 mm bzw. 0.05mm. Es wurden je Serie 100 Proben generiert
und berechnet. Einige Proben der héheren Elementanzahl wurden bei der Auswertung unbe-
riicksicht gelassen, so dafs in Tabelle 6.2 bei diesen Serien weniger als 100 Proben angegeben
sind. Der Grund dafiir ist, dafs die in Abschnitt ,Behandlung undefinierter Knotenverschie-
bungen“ (Kapitel 4.2.3, ab Seite 55) gezeigten Mafnahmen anfangs nicht fiir Randelemente
implementiert war.

Die Probenserien, die zur Abschétzung des Einflusses der Grundverteilung noch gezeigt wer-
den, besitzen alle die gleiche Grofe N x M =20x100. Bei einer Serie von 100 Proben wurde die
untere Verteilungsgrenze a auf 500 MPa erhoht, wihrend die absolute Breite der Grundvertei-
lung, ¢, mit 2000 MPa mit einer der zuvor benannten Serien iibereinstimmt. Da sich hierbei
das Verhéltnis ¢ = ¢/a zu (=4 andert, wird eine weitere Probenserie zum Vergleich heran-
gezogen, bei der die untere Verteilungsgrenze a=400 mit den zuerst erwdhnten Serien, das
Verhiéltnis ¢ aber mit der zuletzt genannten Serie iibereinstimmt ((=4). Damit ergeben sich
Grenzfestigkeiten 400 < o, < 2000 MPa. Von dieser Serie wurden nur 30 Proben berechnet.
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Bruchspannungen und -schidigungen, Grofieneffekt

Tabelle 6.2 zeigt die erzielten Bruchspannungen und Schadigungen der Proben.

Tabelle 6.2: Bruchspannungen und Bruchschédigungen untaillierter Modellproben mit N x M
bruchféhigen Kontinuumselementen, M:N=5.

Verteilungsparameter fiir das Beispiel: a=400, c=Ca, d=0.5; p=1/d, (v=(/5)

Kontinuumselemente, E=180 GPa, v=0.3; Probenbreite=2 mm

(=5 (v=1) (=20 (v=4)
Grofe 20100 40%200 20x100 40%200
Serie 100 Proben | 85 Proben | 100 Proben 70 Proben
Bezeichnung G20v1 G40v1 G20v4 G40v4
Zugkraft [N| und Bruchspannungen [MPal]
MW 1144 572 | 1097 549 | 3147 1573 | 2961 1481
SA 77 39 99 30 287 143 219 109
Min 973 487 | 917 459 | 2542 1271 | 2217 1109
Max 1298 649 | 1218 609 | 3766 1883 | 3341 1671
SA/MW [%] ™% 5% 9% ™%
Anzahl gebrochener Elemente, N, und Bruchschadigungen [%)]
MW 21 1.1 62 0.8 59 2.9 190 2.4
SA 9 0.5 23 0.3 16 0.8 46 0.6
Min 6 0.3 19 0.2 24 1.2 74 0.9
Max 42 2.1 117 1.5 98 4.9 280 3.5
SA/MW [%] 43% 37% 27% 24%

Wie bereits die mit dem Kohésivmodell berechneten Proben zeigen auch diese Proben einen
eindeutig negativen Probengrofeneffekt, unabhéngig von der Breite der Grundverteilung: bei
den Proben mit der schmaleren Grundverteilung sinkt die mittlere Bruchspannung um etwa
3% bei Verdoppelung der Anzahl stochastischer Werte pro Raumrichtung, bei den Proben mit
der breiten Grundverteilung fallt die mittlere Bruchspannung sogar um etwa 6% ab. Damit
einher geht die Abnahme der Streuung.

Die Verteilung der Bruchspannungen ist in Abbildung 10.45 auf Seite 159 graphisch darge-
stellt. Es ist dabei deutlich zu erkennen, dafs die erzielten Bruchspannungen sehr gleichméfig
im mittleren Bereich verteilt sind, wihrend die Rénder erwartungsgeméfs sehr diinn besetzt
sind.

Betrachtet man die Bruchschadigungen, ergibt sich ein sehr &hnliches Bild wie bei den Span-
nungen. Fiir beide Werte von ¢ nehmen sowohl Mittelwert als auch Standardabweichung mit
zunchmender Probengrofe (jeweils dunklerer Punkte) ab. Interessant ist hierbei, daf anders
als bei den zuvor mit dem Kohésivmodell vorgestellten Rechnungen auch der Variationsko-
effizient bei beiden Verteilungsbreiten abnimmt. Bei der schmalen Verteilung, (=5, ist das
Verhéltnis SA/MW mit 43% etwas geringer als bei der gleichgrofen Probe des Kohésivmo-
dells mit (=2, wo er bei etwa 50% liegt. Daf dieser Anteil bei der gleichgrofen Probe mit
(=20 weiter auf 27% sinkt, zeigt einen Trend in dieselbe Richtung: je breiter die Grundver-
teilung, desto geringer ist das Verhéltnis SA /MW bei gleicher Elementanzahl. Uberraschend
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ist die Abnahme dieses Quotienten bei beiden Grundverteilungen mit zunehmender Elemen-
tanzahl, wiahrend er in den Kohé&sivmodellproben mit jeder Verfeinerung der Elementierung
deutlich gestiegen ist, obwohl bei allen Vergréferungen der Elementanzahl das Verhéltnis
Hohe:Breite=5 konstant blieb. Moglicherweise deutet dieser Umstand darauf hin, daft den
Elementen, die bei den beiden Modellen versagen kénnen, unterschiedliche mikrostrukturelle
Bedeutung zukommt.

Die Schiadigungsverteilung ist in Abbildung 10.46 auf Seite 159 graphisch dargestellt. Deut-
lich sind bei den Proben die Stufen zu sehen, die sich aus den ganzzahligen Werten fiir die
geschadigten Elemente ergibt.

Auffallend ist fiir beide Verteilungen, Schiadigungen und Bruchspannungen, dafs die zu ver-
schiedenen Werten von ¢ gehorigen Verteilungen mit zunehmender Schidigung stérker vonein-
ander abweichen, also um einen Punkt gekippt zu sein scheinen, der bei sehr kleinen Werten
der Schidigung liegt.

weakest-link-Skalierungen

Wird die Bruchspannungsverteilung der groferen Probe, ahnlich wie bereits bei der Biindel-
kette in Kapitel 5.3.2 gezeigt, punktweise mit der weakest-link-Skalierungsvorschrift Gl. (4.25)
auf die kleinere Elementanzahl skaliert, also jeder Punkt P; der Verteilung der groffen Probe
aus 40x200=8000 Elementen der Vorschrift

1 — Pukar2000 = (1 — Paooo)'/* (6.5)

mit k =4 unterworfen, lassen sich die resultierenden, punktweise gegebenen Verteilungen wie
in Abbildung 10.47 auf Seite 160 darstellen. In Abbildung 10.48 wurde die gleiche Skalierung
auf die Bruchschédigungen angewandt.

Waéhrend die Anwendung der weakest-link-Skalierung bei der Biindelkette mit LLS-Regel,
vgl. Abbildungen 10.35 und 10.36, keine sehr ermutigenden Resultate zeigte und die skalier-
ten Kurven weiter divergierten als die nichtskalierten, sind die skalierten Verteilungen in den
Abbildungen 10.47 und 10.48 deutlich enger beieinander, als ihre unskalierten Verteilungen
in den Abbildungen 10.45 und 10.46. Die vorgestellten Systeme mit stochastisch generier-
ten Elementfestigkeiten scheinen also bei Anwendung des Finite-Elemente-Modells in guter
Naherung einem weakest-link-Mechanismus zu gehorchen, und dies sowohl hinsichtlich der
Verteilung der Bruchspannungen als auch der Verteilung der Bruchschédigung.

Auswirkung unterschiedlicher Grundverteilungen

Um eine Vorstellung davon zu bekommen, welche Auswirkung die Variation der Grundvertei-
lung der generierten Elementfestigkeiten auf die Probenbruchspannung und die dabei auftre-
tende Schadigung hat, werden 4 Serien von Modellproben der gleichen Grofse N x M=20x100
miteinander verglichen. Dies sind einmal die Proben G20v1 und G20v4 aus Tabelle 6.2, zum
anderen 2 Serien gleicher Probengrofie und Elementanzahl, aber neuer Grundverteilung.

Beide neu eingefiihrten Serien besitzen das gleiche Verhéltnis der Breite der Grundvertei-
lung zur unterer Verteilungsgrenze, (=4. Die untere Verteilungsgrenze wurde einmal mit
a=400 MPa passend zu den Proben G20v1 und G20v4 gewéhlt; zur Vereinfachung wird diese
Probenserie ,,A4Z4* bezeichnet. Die absolute Verteilungsbreite, c=Ca, dieser Proben betrigt
1600 MPa. Um auch einen Vergleich mit variierter unterer Grenze der generierten Elementfe-
stigkeiten vornehmen zu kénnen, wurde eine weitere Serie generiert, die mit ,A5Z4* bezeichnet
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wird. Diese Serie erhielt den Parameter a=500 MPa, so dak die absolute Breite der Grund-
verteilung (bei (=4) ¢=(a=2000 MPa betrigt, wie sie es auch bei Serie G20v1 ist.

Fir die 3 Serien G20v1l, G20v4 und A5Z4 liegen Ergebnisse von je 100 Modellproben vor,
wéahrend fiir die Probenserie A47Z4 lediglich 30 Modellproben berechnet wurden, so dafs die
Datenbasis kleiner als ist, als fiir die anderen drei. Fiir die beabsichtigte Untersuchung er-
scheint eine Ensemblegrofe von 30 Modellproben dabei als ausreichend.

Ziel dieser Untersuchung ist es, den Einflufs der Grundverteilung auf die Verteilung von Bruch-
spannungen und Schadigungen zu verstehen, insbesondere den Unterschied des Einflusses von
absoluter und relativer Grundverteilungsbreite, ¢ und (. Die Grundverteilung der Probenserie
A5Z4 ist dabei gegeniiber der Grundverteilung der Serie G20vl um 100 MPa verschoben,
wahrend sie gegeniiber der Grundverteilung der Serie A4Z4 um den Faktor 1.25 gestreckt ist.
Probenserie G20v4 wurde wegen der wesentlich breiteren Verteilung der Elementfestigkeiten
in den Vergleich miteinbezogen.

Tabelle 6.3: Vergleich Bruchspannungen und -schédigungen bei variierter Grundverteilung
Verteilungsparameter fiir alle Probenserien: c=Ca [MPal|, d=0.5; p=1/d
20x 100 Kontinuumselemente: E=180 GPa, v=0.3; Probenmafe: Bx H=2mm x 10 mm.

Grundverteilung Bruchspannung [MPa) Schadigung

Serie a ( c MW  SA % ola | Ny MWb SAb Aﬁ—éf
A474 | 400 4 1600 513 +26 5.0% 1.28 | 14 0.71% +0.33% 48%
A5Z4 | 500 4 2000 641 +40 6.2% 1.28 | 15 0.75% +0.40% 53%

G20v1 | 400 5 2000 572 +39 7.6% 143 | 21 1.06% +0.45% 42%
G20v4 | 400 20 8000 | 1573 £143 9.1% 393 | 59 293% +£0.78% 27%

Tabelle 6.3 zeigt fiir diese Probenserien die mittleren absoluten Bruchspannungen und ihre
Streuungen (MW, SA). Daneben werden die Variationskoeffizienten, 100 SA/MW (o), die auf
die untere Verteilungsgrenzen bezogenen mittleren Bruchspannungen, o /a, die jeweilige durch-
schnittliche Anzahl gebrochener Elemente, Ny, die relativen Schadigungen, b=100 Ny /(N M),
deren Streuungen und deren Variationskoeffizienten, 100 SA/MW (b), gezeigt.

Betrachtet man zuerst die Serien, die mit einheitlicher unterer Grenze fiir die Versagens-
grenzwerte, a, generiert wurden, erkennt man, daff sowohl die mittlere Bruchspannung und
-schadigung, als auch deren Streuungen mit wachsender Breite der Grundverteilung ansteigen,
der Variationskoeffizient der Schiadigung jedoch abnimmt.

Betrachtet man dagegen die ersten drei Probenserien der Tabelle, zeigt sich, daf die auf die
untere Grundverteilungsgrenze normierten mittleren Bruchspannungen, o/a, fiir die gleichen
Relativbreiten der Grundverteilung, (, gleich sind, wiahrend die absoluten Streuungsbreiten
mit den Absolutbreiten der Grundverteilungsfunktionen, ¢, korreliert erscheinen.

Die Korrelation des auf die untere Generierungsgrenze normierten Mittelwertes erklart sich
leicht, da die auf a normierten Grundverteilungen in beiden Féllen gleich sind, wie aus
Gl. (3.44) folgt:
Ze 140, (6.6)
a

wobei r € [0, 1] zufillig ist. Dies erklart auch, daf die zugehorigen Schédigungen anndhernd
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gleich sind. Die Streckung der Grundverteilung findet sich folglich bei der mittleren Bruch-
spannung der Proben wieder.

Unklar ist allerdings dabei, warum sich der Variationskoeffizient der Bruchspannungen nicht
ebenso verhilt, da sich auch deren Standardabweichung bei gleichen ( proportional zu a
verhalten sollte. Es ist daher zu vermuten, daf dies Zufall ist, der sich durch das kleine
Probenensemble begriinden liefse.

Zusammenfassend kann deshalb festgestellt werden, dafs eine breitere Grundverteilung bei
konstanter unterer Generierungsgrenze der Elementfestigkeiten sowohl die mittlere Bruch-
spannung als auch die dabei erzielte Schiadigung als auch deren Streuungen vergrofert. Eine
reine Streckung der Grundverteilungsvorschrift scheint auch die mittlere Bruchspannung im
gleichen Mafs zu strecken, wobei die Bruchschédigung dabei konstant bleibt. Bei reiner Ver-
schiebung der Grundverteilung, hingegen, bleibt die Streuung der Bruchspannung konstant.

6.2.3 Vergleich der Versagensmodelle

An den nichttaillierten Probengeometrien soll noch untersucht werden, wieweit sich die beiden
Modellierungsarten, einerseits das Versagensverhalten durch Kohésiv-Knoten-Elemente, ande-
rerseits durch die Bruchfahigkeit der Kontinuumselemente selbst zu modellieren, miteinander
vergleichen lassen.

Dazu wurde zuerst eine Vergleichsserie Modellproben mit dem Kohésivmodell generiert. Die
Grofse und Grundverteilung dieser Proben wurde so gewahlt, daf sie mit den kleineren Proben
der Tabelle 6.2 aus Abschnitt 6.2.2 mit breiter Grundverteilung, Serie ,G20v4“, vergleichbar
sind, also a=400, (=20, p=2 bei einer Grofe N x M=20x100 (exakt: 20x 100 Kontinuumsele-
mente und 21x99 Kohésivelemente).

Die Bruchspannungs- und Schédigungsverteilung dieser nominell gleichen Proben (goldene
Sterne) wurde zusammen mit der zu vergleichenden Verteilung der Kontinuumsmodellrech-
nungen (hellblaue Punkte) in je ein Diagramm eingetragen (Abbildungen 10.49 und 10.50
auf S. 161). Daf diese Verteilungen nicht tibereinstimmen, sondern deutlich gegeneinander
verschoben sind, ist offensichtlich.

Als Hauptquelle dieser Abweichung in den resultierenden Verteilungen erwies sich das Versa-
genskriterium, welches bei der Implementierung des Kontinuumsmodells verwendet wurde.

Bei der Implementierung des Modells mit bruchfdhigen Kontinuumselementen mufite ent-
schieden werden, wie das Spannungsbruchkriterium im Rahmen der Spannungsberechnung
an Integrationspunkten angewendet werden sollte. Solange die Modellprobe (konstanter Brei-
te) ungeschadigt ist, entfallen auf alle Integrationspunkte die gleichen Spannungen. Mit fort-
schreitender Schadigung und daraus resultierender Deformation ist die Spannung im Element
nicht mehr konstant, wodurch die Integrationspunkte unterschiedlich belastet werden. Das
Versagen soll elementweise geschehen. Die experimentellen Untersuchungen, siche [85], wei-
sen darauf hin, dafs einmal entstandene Mikrorisse sich sehr schnell auf Korngrofe erweitern.
Wegen dieses Verhaltens wurde entschieden, ein Element dann versagen zu lassen, wenn die ge-
nerierte Grenzspannung bereits an einem Integrationspunkt iiberschritten wird. Damit sollte
das Modellverhalten dem beobachteten Materialverhalten angenadhert werden.

Um die Auswirkungen des GP-Kriteriums! in der Spannungs- und Schidigungsentwicklung zu
verstehen, wurde in einem néchsten Schritt eine Kontinuumsprobe mit 21x99 Elementen ge-

'Der einfacheren Schreibweise zuliebe wird das Kriterium, in welchem Flichenanteil die Spannung minde-
stens die stochastisch fiirs Element generierte Grenzspannung erreicht haben muff, um als versagt angesehen
zu werden, als ,;GP-Kriterium“ bezeichnet (GP=GAusspunkt).
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neriert, so dafs sie mit den identischen Grenzspannungswerten einer der Kohésivmodellproben
(Probe a) ausgestattet werden konnte. Die Kontinuumsprobe wurde nacheinander mit dem
Kriterium, daf ein Element versagt, wenn die Grenzspannung an einem GP iiberschritten wird
(Probe b), wenn die Grenzspannung durch den Mittelwert aller 4 Element-GP tiberschritten
wird (Probe ¢) und wenn die Grenzspannung an allen 4 GP {iberschritten wird (Probe d)
berechnet?.

Tabelle 6.4: 4 FE-Modellrechnungen konstanten Querschnitts bei Fiax

Alle 4 Modellproben erhielten den gleichen Satz von 21x99 generierten Festigkeiten. Probe
a wurde mit dem Kohésivmodell mit 20x100 Kontinuums- und 21x99 Kohésivelementen be-
rechnet; Proben b — d wurden mit 21 x99 bruchfidhigen Kontinuumselementen berechnet. Bei
Probe b war das Uberschreiten der Grenzfestigkeit in einem Integrationspunkt, bei Probe ¢
das Uberschreiten des Spannungsmittelwerts aller Integrationspunkte und bei Probe d das
Uberschreiten der Grenzfestigkeit in allen Integrationspunkten Versagenskriterium. (Verglei-
che dazu Abbildungen 10.51 und 10.52.)

Verteilungsparameter fiir das Beispiel: a=400, ¢=20a=8000 ((=20), d=0.5; p=1/d
Grofe der Kontinuumselemente: I,=l,=1, E=180 GPa, v=0.3; Kohésiv-¢)—1.e6

Probe | Modell | Bp Hp Inkr.| w* Ny F |ALkont b 0By
a Koh. [ 20 100 244 |1.92 145 42819 | 163 6.97% 2141
b 1GP || 21 99 144 | 106 88 34427 | 1.06  4.23% 1639
c |MW-GP || 21 99 207 | 1.29 115 41045 | 1.29  553% 1955
d 4GP || 21 99 329 | 205 198 55489 | 205  9.52% 2642

Tabelle 6.4 zeigt fiir die vier Modellrechnungen die generierten Abmessungen, Probenbreite
und -hohe, Bp und Hp, die fiir dieses Beispiel aus Vereinfachungsgriinden durch Einheits-
elemente erzeugt wurden, das Inkrement bei welchem das Kraftmaximum erreicht wurde, die
dabei erzielte Randverschiebung, u®, die Anzahl der dabei gebrochenen Elemente, Ny, und die
dabei erzielte Probenzugkraft, F'. Daneben ist die Verlangerung des Kontinuums, AL g n¢, an-
gegeben, welche fiir die reine Kontinuumselementierung identisch mit der Randverschiebung,
u?, ist und fir die Kohésivprobe aus der Kontinuumsdehnung mit Gl. (6.3) ermittelt wurde.
Daneben sind die ermittelten Werte fiir die Schadigungen in Prozent, b=100N,/(NM ), und
die Bruchspannungen, o g,, angegeben. Dazu zeigen die Abbildungen 10.51 und 10.52 auf Seite
162 den Verlauf der Spannungsentwicklung der Modellrechnungen iiber der Kontinuumsver-
langerung und die Spannungs-Schiadigungsentwicklung fiir diese 3 Integrationspunktkriterien
im Vergleich mit der des Kohésivmodells.

Es wird dabei deutlich, dafs dem Flachenbereich des Elements in dem die generierte Grenz-
spannung liberschritten sein mufs, damit das Element als gebrochen gilt, dem makroskopischen
Bruchverhalten einer Modellprobe grofse Bedeutung zukommt.

(Zur besseren Vorstellung zeigt Abbildung 10.53 auf Seite 163 fiir drei der Modellproben
ihr Schédigungsbild bei ihrem jeweiligen Kraftmaximum. Die Darstellung ist mafistéablich
und zeigt die gebrochenen Elemente der Kontinuumsmodellierung als weife Elemente, die
gebrochenen Kohésivelemente in Probe a kann man aus den Verzerrungen der dargestellten

2Entsprechend der abgekiirzten Schreibweise ,,GP-Kriterium® wird fiir die drei Kriterien, die fiir ,Probe
b“ — ,Probe d“ beschrieben sind, die abgekiirzte Schreibweise ,,1-GP-Kriterium*, ,GP-MW-Kriterium* und
,4-GP-Kriterium* verwandt.
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Kontinuumselemente erahnen. Die Spannungen oy, der Kontinuumselemente sind durch eine
fiir alle 3 Proben einheitliche Farbabstufung von gelb nach rot dargestellt. Da die Probe a die
hochste Bruchlast erreichte, ist sie auch deutlich roter, als die anderen beiden Proben.)

Nachdem der Einflufs des GP-Kriteriums an diesem Beispiel fiir eine Probe gezeigt wurde, soll
nun untersucht werden, wie sich diese Unterschiede auf das statistische Verhalten eines Pro-
benensembles auswirken. Dazu wurden die 100 Kontinuumsmodellproben der Serie ,G20v4",
die den Kohésivmodellproben in Abbildung 10.49 nur nominell gleich sind, noch je einmal
mit dem GP-MW-Kriterium und dem 4-GP-Kriterium berechnet und ihre makroskopische
Verteilung in Abbildungen 10.49 und 10.50 eingetragen.

Es zeigt sich, daf die Bruchspannungsverteilung der Kohésivmodellrechnungen fast mit der
Verteilung zusammenfillt, die durch das GP-MW-Kriterium erzielt wird. Es zeigt sich aber
auch, dafs die ersten beiden GP-Kriterien praktisch parallele Verteilungen besitzen, wahrend
die Verteilung mit dem 4-GP-Kriterium etwas stirker streut. Die Bruchschadigungsverteilung
der Kohésivmodellierung ist etwas gegeniiber der GP-MW-Verteilung der Modellrechnungen
mit bruchfdhigen Kontinuumselementen versetzt, zeigt aber trotzdem mit ihr eine bessere
Ubereinstimmung als mit der Verteilung, die sich aus dem 1-GP-Kriterium ergibt.

Das gezeigte Beispiel legt die Vermutung nahe, dafs die mit dem Kohésivmodell gewonnenen
Ergebnisse im Rahmen des Kontinuumsmodells am besten mit Hilfe des Mittelwertkriteriums
(GP-MW) angenahert werden. Um diese Vermutung zu erhérten, wurden die in Abschnitt
6.2.1 behandelten, mit dem Kohésivmodell an Proben mit 30x150 Kohésivelementen durch-
gefiihrten Rechnungen (siehe Tabelle 6.1) an entsprechenden Proben mit versagenden Kon-
tinuumselementen nachgerechnet. Ein Vergleich der Ergebnisse ist in den Abbildungen 10.54
und 10.55 (auf Seite 164) wiedergegeben.

Die blauen offenen Kreise in diesen beiden Abbildungen sind das Ergebnis der 30 Kohé-
sivinodellrechnungen. Die blauen Quadrate wurden durch 30 Kontinuumsmodellrechnungen
erzielt, denen die Versagenswerte aus der Grundverteilung der Kohésivmodellproben iiber-
geben wurden und die roten Quadrate entstammen einer Serie von 30 Proben, die ebenfalls
mit dem Kontinuumsmodell berechnet wurden, deren Grenzfestigkeiten aber neu mit der glei-
chen Grundverteilung generiert wurden (nominell zu den ersten Proben gleich). Es wird dabei
deutlich, daf die beiden nominell gleichen Serien mit dem Kontinuumsmodell sehr gut iiber-
einstimmen, wahrend die Ergebnisse der Kohésivmodellrechnungen dagegen stark gekippt
sind. Die Serie der roten Quadrate wurde dann erneut berechnet, indem diesmal das GP-
MW-Kriterium als Versagenskriterium eingesetzt wurde. Das Ergebnis dieser Rechnungen ist
in den Abbildungen durch rote Sterne wiedergegeben.

Der Vergleich bestétigt, daf das GP-Mittelwert-Kriterium in Verbindung mit dem Kontinu-
umsmodell tatsachlich die mit dem Kohasivmodell erzielten Verteilungen in guter Naherung
wiedergibt.

Als Fazit dieser Untersuchung sei hier festgestellt, daft das Versagenskriterium fiir die mitt-
lere Elementspannung im Kontinuumsmodell Ergebnisse liefert, die fiir Vergleiche mit dem
Kohésivmodell besser geeignet sind, als das sonst angewandte 1-GP-Kriterium. Sieht man
jedoch vom Vergleich zwischen den Modellen ab, so ist die Wahl des Versagenskriteriums
willkiirlich. In Hinblick auf einen Vergleich mit Bruchexperimenten an TiAl-Proben, bei de-
nen sprodes Materialversagen beobachtet wurde, wird ein Versagenskriterium nahe gelegt,
das diesem Verhalten Rechnung tragt. Fiir die im néchsten Abschnitt vorgestellte Simulation
taillierter Proben wurde deshalb das 1-GP-Kriterium verwandt, bei dem ein Element versagt,
wenn die kritische Spannung bereits an einem Integrationspunkt erreicht wird, weil damit eine
moglichst geringe Verformung der Elemente vor Bruch erzielt wird.
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6.3 Rechnungen fiir taillierte Flachzugproben

Fiir das Material (Ti-47 Al-2 Cr-0.2 Si), welches die grofte Kornstruktur aller untersuchten
Materialien aufweist (Korndurchmesser ca 20 pm), liegen die detailliertesten Beobachtungen
des Versagensverhaltens vor. Dieses Material eignet sich deshalb besonders gut zum Vergleich
mit mesoskaligen rechnerischen Modellen. Experimentelle Ergebnisse liegen dafiir an taillierter
Mikroflachzugproben vor.

An Aufsenflichen von taillierten Proben dieses Materials wurde mit Hilfe von REM aufterdem
die post-mortem-Mikrorifidichte in Abhéngigkeit vom Abstand zur Bruchkante ermittelt, um
die Spannungsabhéngigkeit der Rifshdufigkeit zu erfassen, wozu sich diese Probengeometrie
sehr gut eignet. Leider liegen fiir dieses Material keine Versuche an unterschiedlich groften
Proben vor, so daft der Probengréfteneffekt in diesem Fall nicht bekannt ist.

Die vorliegende Untersuchung schliefst Untersuchungen an taillierten Modellflachzugproben
ein. Besonders die Beobachtungen der Mikrorifidichte in Abhéngigkeit von der Bruchkante
kénnen hierzu wichtige Modellierungshinweise liefern.

Da die Bruchkante dieser Proben sich aufgrund der ausgepriagten Querschnittsschwachung
immer im Kerbgrund, d.h. in Probenmitte, befindet, kann in den Modellrechnungungen die
Rifthéufigkeit ersatzweise in Abhéngigkeit vom Abstand zur Probenmitte ermittelt werden,
wodurch die unbeantwortete Frage der Lokalisierung des Risses umgangen werden kann.

Die Modellierung taillierter Proben erfolgt ausschliefslich mit versagenden Kontinuumselemen-
ten, da das Kohésivmodell aufgrund der in Kapitel 4.2.4 gemachten Einschrankungen bzgl.
seiner Formulierung erst nach Modifikation anwendbar wére.

6.3.1 Diskretisierung der taillierten Probenfliche

Wegen des stochastischen Ansatzes, nach dem die mikrostrukturelle Unordnung von stati-
stisch verteilten lokalen Versagenswahrscheinlichkeiten erfaft wird, wird eine gleichméfige
Elementierung der Probe angestrebt. Zur Erzeugung eines solchen Elementnetzes wird zuerst
ein regelméfiges Knotengitter erzeugt, welches die Geometrie des Mefsbereichs einer taillier-
ten Flachzugprobe (s. Abbildung 2.1) wiedergibt. Anschlieflend werden diese Knoten durch
schiefwinklige ebene 4-Knoten-Kontinuumselemente miteinander verbunden.

Die taillierte Probengeometrie macht es nétig, unterschiedlich groffe Elemente zu generieren.
Zur Auswahl steht dabei nur, die Elemente innerhalb einer Schicht, die senkrecht zur Zug-
richtung steht, oder entlang der Zugrichtung unterschiedlich grof zu gestalten. Im ersten Fall
reprasentieren Elemente mit gleichem Abstand zur Bruchkante im Versagensfall unterschied-
liche Mikrorifsdichten. Im zweiten Fall erzeugen gebrochene Elemente, die unterschiedliche
Abstédnde zur Bruchkante haben, unterschiedliche Mikrorifdichten. Hier wird der letzte Fall
vorgezogen und die Elemente werden so generiert, daft Elemente mit gleichem Abstand zur
Bruchkante auch gleiche Mikrorifdichten représentieren.

Dazu wird die Probe zur Erzeugung des zugrundeliegenden Knotengitters in Zugrichtung in
dquidistante gerade Linien unterteilt, wobei jede Linie eine Knotenreihe erhélt. Senkrecht
zur Zugrichtung ist die Probenbreite variabel. Der seitliche Probenrand ist als Funktion des
Kriimmungsradius und dessen Mittelpunkt gegeben. Die Randknoten jeder Knotenreihe wer-
den auf den Schnittpunkt der Gerade der jeweiligen Knotenreihe mit dem Probenrand gelegt,
so dafs der tatsdchliche Randverlauf immer dem System einbeschrieben ist. Jede dieser Kno-
tenreihen wird wiederum dquidistant unterteilt und alle Schichten erhalten eine gleiche Anzahl
Knoten. Je weiter eine Knotenreihe in Zugrichtung vom Mittelpunkt der Probe entfernt ist,
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desto grofer sind somit die Abstdnde der Knoten untereinander senkrecht zur Zugrichtung,
wodurch die Elemente mit zunehmender Entfernung vom Probenkerb, unter Beibehaltung
ihrer konstanten Elementhche, breiter werden.

Die experimentell untersuchten taillierten Proben weisen eine Hohe von 10 mm und an ihren
schmalsten Stellen eine Breite von 2mm auf. Am Belastungsrand oben und unten sind sie
4 mm breit, der Kerbradius betragt 13 mm. Die Proben werden deshalb durch 5 mal so viele
Elemente in Probenléngsrichtung wie quer zur Belastungsrichtung elementiert. Die Elemente
im Kerbgrund sind dann ungefahr quadratisch. In jede Richtung wird dabei eine gerade Anzahl
Elemente generiert, damit die Symmetrielinien der Proben immer auch Knotenreihen sind und
keine kiinstliche Asymmetrie bei Fesselung eines einzigen Knotens quer zur Belastungsrichtung
entsteht. Gleichzeitig wird damit sichergestellt, daf die schmalste Stelle nicht in einer einzelnen
Schicht abgebildet wird. Auf Seite 107 in Abbildung 6.1 ist links die erzeugte Elementierung
in der Grofe 20x100 Elemente gezeigt. (Eine zweite, breitere taillierte Probengeometrie, fir
die es kein experimentelles Pendant gibt, wird zu Vergleichen herangezogen, Abbildung 6.1
rechts.)

Da die mittlere Korngrofse des Materials etwa 20 um mifit, wéren zu einer addquaten Mo-
dellierung etwa 100 Elemente an der schmalsten Stelle der Modellprobe nétig und die Probe
miiftte etwa 500 Elemente hoch sein. Wegen des hohen Rechenaufwands schon bei Ensembles
kleinerer Proben, werden die Modellrechnungen mit weniger Elementen durchgefiihrt und der
Probengrofieneinfluff mit Hilfe bereits gezeigten Skalierungsmethoden abgeschétzt.

Vor diesem Hintergrund erscheint es auch vertretbar, daf die Elementflichen an unterschied-
lichen Stellen der Modellproben verschieden grofse Mikrostrukturbereiche repréasentieren.

6.3.2 Untersuchte Probenserien

Untersucht werden 2 Probengeometrien jeweils unterschiedlicher Elementgrofen mit insgesamt
3 Grundverteilungen fiir die Versagensspannungen. Fiir alle Modellproben wird einheitliches
elastisches Materialverhalten bis zum Bruch gewahlt. Als elastische Materialparameter werden
E=180 GPa und v=0.3 verwendet. Wegen der geringen Probendicke wird ebener Spannungs-
zustand angenommen.

Die in Abschnitt 6.3.1 beschriebene, der experimentellen Probe nachgebildete Geometrie wur-
de als eine der beiden Probengeometrien gewahlt und als ,schmale Probe* bezeichnet. Das
Breitenverhéltnis kK = Brand/Briery dieser Probengeometrie betragt 2.

Zu Vergleichszwecken wurde eine zweite, dhnliche Probengeometrie gewahlt, die sich in ih-
rer Breite von der ersten unterscheidet, aber den gleichen Kerbradius besitzt. Diese hat die
Breitenabmessungen 4 und 6 mm (Rand bzw. Kerb), das Breitenverhéltnis, x, betrigt somit
1.5. Sie wird mit gleich vielen Elementen wie die schmalere Probe erzeugt, so dafs die ein-
zelnen Elemente breiter ausfallen. Der Sinn dieser Probengeometrie besteht darin, sie den
untaillierten Proben &hnlicher zu machen und damit den Einfluft, den der Spannungsgradient
bei den taillierten Proben ausiibt, untersuchen zu kénnen. Abbildung 6.1 zeigt die beiden
Probengeometrien mit einer Elementierung von N xM=20x100 Elementen.

Um den Einflufs der Grundverteilung beurteilen zu konnen, werden drei verschieden breite
Grundverteilungen (vgl. Gl. (3.44)) angewandt: (=5, 10 und 20. Um Grofeneffekte untersu-
chen zu koénnen, muf fiir jede Probengeometrie mindestens eine Grundverteilung in mehre-
ren Elementierungsverfeinerungen angewendet werden. Wegen des Rechenaufwands je Pro-
benserie, wird dabei weitgehend auf Uberschneidungen verzichtet.



107

6.3. TAILLIERTE FLACHZUGPROBEN

Abbildung 6.1: FE-Diskretisierung der taillierten Proben
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In Tabelle 6.5 sind die berechneten Probenserien und die entsprechenden Ensemblegréfien
(Anzahl Rechnungen) zusammengefaft. Bis auf die auRerordentlich rechenintensiven Rech-

nungen fiir die breiteste Verteilung, ¢

8000

20, bei gleichzeitig starker Elementierung, N M

5 die Anzahl der Elemente in Probenlédngsrichtung impliziert, und ,y 1%,

¢/5 verkniipft sind.

und 18 000 Elemente, umfafst jedes Ensemble 100 nominell gleiche Proben. Die Probenbezeich-

nungen wurden zur besseren Unterscheidung und Referenzierung in den Bildern und Tabellen
systematisiert: ,B¢ bzw. ,,S* steht fiir ,,breite Probe* bzw. ,schmale Probe®, die Gréfienbezeich-

nungen, 20, 30, 40 usw. bezeichnen die Anzahl der Elemente in Breitenrichtung, die aufgrund
des Verhéltnisses H/B

,v2“ und ,v4“ bezeichnen die verwendete Verteilungsbreite, (, wobei die einstelligen Grofen
Bei Belastung der Proben zeigen sich zunéchst diffus auftretende Einzelrisse, dann tritt Lokali-
sierung zum makroskopischem Bruch ein. Die Lokalisierung geschieht dabei, ohne daf weitere
dufsere Laststeigerung notwendig wére, allein aufgrund der inneren Lastumlagerungen infolge
vorangehender Bruchvorgidnge. Das Kraftmaximum und die Entwicklung des Durchbrechens
infolge kaskadenartigen Rifwachstums ist in den Bildern von Abbildung 10.67 fiir ein Beispiel
zu sehen. (Die Kurven in den Abbildungen 10.12 und 10.13 beziehen sich auf diese Probe.)

6.3.3 Schadigungsentwicklung und Versagen

V¢ mit ¢ durch v
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Tabelle 6.5: taillierte Modellproben, Probenbezeichnungen

Probengrofe (Anzahl Elemente), Grundverteilung, Ensemblegréfse (Anzahl Proben)
alle Proben: a=400, c=Ca, d=0.5, M:N=5, (v=(/5)

schmale Proben, ,S*

breite Proben, ,B“

k=Bpr/Bg=2 k=Br/Bg=1.5

Probengrofe N 20 30 40 10 20 30 40 60
(Anzahl Elem.) M 100 150 200 50 100 150 200 300
Verteilung (=5 100 100 100 100
Bezeichnung ,¥1¢ || S20vl S30vl S40vl B20v1
Verteilung (=10 100 100 100
Bezeichnung ,y2“ || S20v2 S30v2 B20v2
Verteilung (=20 100 100 100 100 54 12
Bezeichnung .4 || S20v4 B10ov4 B20v4 DB30v4 B40v4 DB60v4

6.3.4 Bruchlasten und makroskopische Bruchspannungen

Die Bruchkraft war als maximal auftretende Zugkraft der Probe definiert worden, die Bruch-
spannung als Bruchkraft bezogen auf die Probenbreite. Fiir die taillierten Proben wird die
Probenbreite als die Breite der Probe an ihrer schmalsten Stelle definiert, so daf die Bruch-
spannungen durch

Fm X
op = Bm?n (6.7)

gegeben sind, wobei die Breite des unverformten Systems verwendet wird.

Verteilung der makroskopischen Bruchspannungen

Wie zu erwarten war, zeigt eine Serie nominell gleicher Proben eine Streuung in ihren makro-
skopischen Bruchspannungen. Diese Streuung ist umso grofer, je breiter die Grundverteilung
der Elementfestigkeiten gewahlt wurde. Der Mittelwert der makroskopischen Bruchspannun-
gen steigt mit der Breite der zugrundeliegenden Grundverteilung deutlich an. In den Tabellen
6.6 und 6.7 sind die Mittelwerte der Bruchspannungen und ihre Streungen fiir die einzelnen
Probenserien zusammengefafit.

Tabelle 6.6: schmale taillierte Proben (k=2), makroskopische Bruchspannungen
Absolute Werte Finax/Bmin [MPa]
| S20v1  S30vl  S40v1 | S20v2  S30v2 | S20v4

MW || 617.5 593.5 586.4 | 972.6 9224 | 17189
SA 50.6 49.7 41.5 86.0 67.6 164.3
Min 488 441 469 743 754 1344
Max 747 688 662 1165 1051 2168
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Tabelle 6.7: breite taillierte Proben (k=1.5), makroskopische Bruchspannungen
Absolute Werte Fynax/Bmin [MPa]

| B20v1 | B20v2 | B10v4 B20v4 B30v4 B40v4
MW |[[ 559.9 | 858.6 | 1594.7 1486.8 1395.6 1340.8
SA || 443 | 774 | 2117 1504 120.1  119.1
Min || 427 | 624 | 1059 1073 997 1023
Max || 646 | 1005 | 2079 1783 1727 1529

Es zeigt sich weiterhin, dafs die Probengeometrie einen deutlichen Einfluf auf das Bruchver-
halten ausiibt. Dabei zeigen die stérker taillierten Proben (k=2) eine héhere mittlere Bruch-
spannung als die Proben mit geringerer Einkerbung (k=1.5), und auch die Streuung der
Bruchspannungen ist bei den stérker taillierten Proben geringfiigig grofer als bei den Proben
mit geringerer Querschnittsdnderung.

Die Veragenswahrscheinlichkeitsverteilung P(o) fiir alle Modellproben (mit Ausnahme der 12
Proben B60v4) ist in Abbildung 10.56 gezeigt.

Probengrofieneffekt

Von jeder der beiden Probengeometrien wurden Probenserien berechnet, die sich in der Anzahl
der Elemente unterschieden. Es zeigte sich, daft anders als bei homogenem Materialverhalten
neben der Probengeometrie auch die Elementierung einen Einflufs auf das Bruchverhalten
einer Probe hat. Wurden mehr, und damit kleinere, Elemente zur Elementierung einer Pro-
be gewdhlt und damit eine héhere Anzahl diskreter Einzelfestigkeiten, verringerten sich so-
wohl die makroskopische Probenbruchspannung als auch ihre Streuung. Bei breiter gewéhlten
Grundverteilungen nahm dabei die makroskopische Festigkeit deutlich stiarker ab, wenn die
Elementanzahl erhoht wurde, als bei schmaler gewéhlter Grundverteilung.

Weakest-link-Skalierungen

Nach Gl. (4.25) wurden die Veragenswahrscheinlichkeitsverteilungen aus Abbildung 10.56 wie
in Gl (6.5) fiir jede Probengeometrie und jede Grundverteilungsfunktion jeweils auf die Gro-
fse N M=2000 skaliert, d. h. auf die Elementierung mit 20x100 Elementen. Werden von allen
Grundverteilungsfunktionen, von denen mehr als eine Elementierungsgrofe durch eine Pro-
benserie berechnet wurde, geplottet (s. Abbildung 10.57), so ist deutlich zu sehen, daf diese
weakest-link-Skalierungsmethode gerade auch bei den vorliegenden komplizierteren Vorgangen
anwendbar ist, solange eine Mindestgrofe fiir N M nicht unterschritten wird. Offensichtlich ist
demnach eine Elementierung mit N xM=10x50 Elementen, wie bei der Probenserie B10v4
verwendet, zu gering, wihrend bei allen feineren Elementierungen, d.h. héherer Elementan-
zahl, diese Skalierung gelingt.

In einem weiteren Schritt werden nun Proben mit gleicher Grundverteilung aber unterschied-
licher Geometrie miteinander verglichen. Dazu werden einmal die breiten Proben mit breiter
Grundverteilung, Proben B10v4 — B40v4 (vgl. Tabelle 6.5), mit den schmalen Proben der-
selben Grundverteilung, S20v4, und zum anderen die schmalen Proben mit schmaler Grund-
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verteilung, S20v1 — S40v1, mit den breiten Proben derselben Grundverteilung, B20v1, vergli-
chen. Alle Verteilungen von Proben, deren Probengréfie nicht bereits aus 20x100 Elementen
besteht, werden zuvor mittels der weakest-link-Skalierung, Gl. (4.25), auf die Einheitsgrofe
20x100 skaliert.

Die auf Einheitsgrofie skalierten Bruchspannungsverteilungen dieser Probenserien sind in Ab-
bildung 10.58 dargestellt. Zu sehen sind dabei die gut zusammenfallenden Verteilungen ein-
mal der schmalen und einmal der breiten Proben und die trotz Skalierung weit abgeschlagene
Verteilung der breiten Proben aus 10x50 Elementen (blaue Quadrate), die alle bereits in Ab-
bildung 10.57 gezeigt wurden. Daneben kann man die Bruchspannungsverteilungen der ent-
sprechenden Proben abweichender Geometrie aber gleicher Grundverteilungsvorschrift, d. h.
Proben S20v4 (gelbe Sternchen mit dunklem Rand) und B20v4 (gelbe Quadrate mit griinem
Rand), sehen, die deutlich nicht mit den beiden {ibrigen Ensembles zusammenfallen.

Damit zeigt sich, dafs ein grundlegender geometrieabhéngiger Unterschied in den makrosko-
pischen Antworten auf die gleichen Grundverteilungen besteht. Wéhrend die weakest-link-
skalierten Verteilungen fiir gleiche Probengeometrien praktisch zusammenfallen, zeigen Pro-
benserien, die zwar die gleiche Grundverteilung und Skalierung aufweisen, aber mit abweichen-
der Probengeometrie berechnet wurden, eine signifikante Verschiebung ihrer Bruchspannungs-
verteilung. Modellproben mit starkerer Taillierung, k=2 weisen hohere Bruchspannungswerte
auf, als Proben mit schwécherer Einschniirung, x=1.5, d. h. Modellproben der B-Serie.

6.3.5 Schadigung

Bei realen Flachzugproben wurde die Schédigung dadurch bestimmt, daft die Mikrorifsdichte
an den gebrochenen Proben ausgezidhlt wurde, wobei die Rifsdichte an der Bruchkante selbst
nicht mitgerechnet werden kann. Diese Definition ist bei den modellierten Proben schlecht
moglich, da die Rechnungen nicht bis zum kompletten Probendurchbruch durchgefiihrt wurde.
Und selbst wenn eine Bruchschicht ermittelt wiirde, wiirde die Vernachldssigung einer ganzen
Elementschicht nur dann Sinn ergeben, wenn die Anzahl der verwendeten Elemente ungefahr
der Anzahl von Korngrenzen entspréche.

Um wenigstens die Vergleichbarkeit der Modellergebnisse untereinander zu erreichen, wird die
Schédigung der Modellproben dadurch definiert, dafs die Fléache der gebrochenen Elemente
ins Verhiltnis zur Gesamtfliche der Probe gesetzt wird. Der Flachenanteil wird dabei am
unverformten System berechnet.

Da bei den zuerst berechneten Probenserien keine prozentualen Flachenanteile berechnet wur-
den, sondern nur die Anzahl der gebrochenen Elemente festgehalten wurde, war es von In-
teresse, ob eine Nachberechnung aufgrund der Lage der gebrochenen Elemente vorgenommen
werden muf. Abbildung 10.59 zeigt bei den Probenserien, bei denen die gebrochene Fli-
che mitprotokolliert wurde, den Zusammenhang zwischen dem prozentualen Anteil der Zahl
der gebrochenen von allen Elementen und dem prozentualen Probenflichenanteil, der durch
die gebrochenen Elemente abgedeckt wird. Die Abbildung zeigt einen weitgehend linearen
Zusammenhang zwischen diesen beiden Werten. Es erscheint somit ausreichend, statt des
Flachenanteils ndherungsweise den Elementanteil als Bruchschédigung zu vergleichen. Wegen
der Zunahme der Elementgrofse mit dem Abstand von der Probentaille ist der prozentuale
Flachenanteil etwas kleiner als der prozentuale Elementanteil; er betrégt in etwa das 0.9-fache
des Elementanteils.
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Bruchschidigungsverteilungen und Groéfieneffekte

In den Tabellen 6.8 und 6.9 sind die Bruchschiadigungen der Modellproben von Tabelle 6.5
angegeben. Dabei zeigt sich, daf die Aussagen, die in Abschnitt 6.3.4 fiir die Bruchspannungen

Tabelle 6.8: schmale taillierte Proben (k=2), Bruchschiddigung

gebrochene Elemente bei Kraftmaximum

| S20v1  S30vl1  S40vl | S20v2  S30v2 | S20v4
absolute Anzahl [Stiick|

MW 13.6 224 35.1 29.3 49.9 43.9
SA 6.9 10.8 17.3 10.5 15.3 12.8
Min 2 1 4 7 19 20
Max 33 o3 93 o7 89 78
relativer Anteil [% von allen Elem.|
MW || 0.679 0494 0439 | 1.466 1.108 | 2.194
SA 0.344 0.240 0.216 | 0.527 0.340 | 0.638
Min 0.10 0.02 0.05 0.35 0.42 1.00
Max 1.65 1.18 1.16 2.85 1.98 3.90

Tabelle 6.9: breite taillierte Proben (k=1.5), Bruchschédigung

gebrochene Elemente bei Kraftmaximum

| B20v1 | B20v2 | B10v4 B20v4 B30v4 B40v4

absolute Anzahl [Stiick]

MW 9.42 2556 | 12.68 38.93 70.56 104.93
SA 5.7 9.1 5.2 11.3 20.3 28.0
Min 1 7 3 15 23 36
Max 25 49 29 70 123 169
relativer Anteil |% von allen Elem.|

MW || 0.471 1.278 | 2,636  1.947 1.568  1.312
SA 0.287 | 0.455 | 1.032 0.566 0.450  0.350
Min 0.05 0.35 0.60 0.75 0.51 0.45
Max 1.25 2.45 5.80 3.50 2.73 2.11

getroffen wurden, auch fiir die Schadigungen zum Zeitpunkt der maximalen Randlast gelten:
Die mittlere Bruchschédigung steigt

e mit der Breite der Grundverteilung, ¢,

e bei gleichbleibender Grundverteilung reziprok mit der Feinheit der Elementierung und

e mit zunehmender Querschnittsdnderung, d. h. wachsendem x-Wert.

Die Streuung der Bruchschéadigung verhéalt sich &hnlich wie der Mittelwert: Die Streuung wird
grofer, wenn die Grundverteilung breiter gewdhlt wird, wenn eine grobere Elementierung
verwendet wird und wenn die Modellprobe eine stirkere Einkerbung aufweist.
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Die Verteilungen der Bruchschéddigungen aller Serien von Modellproben sind in Abbildung
10.60 auf Seite 167 gezeigt. Auffallend ist der allgemein niedrige untere Schidigungsanteil,
der bei allen Proben zwischen 0 und 1% liegt, und daf diese unteren Werte der Verteilungen
in etwa konstant bleiben, wenn nur die Elementanzahl variiert wird (vgl. auch Tabellen 6.8
und 6.9).

Waéhrend die Bruchspannungsverteilungen bei breiteren Grundverteilungen stark verschoben
werden und dabei nur schwach in die Breite gestreckt werden, bei unterschiedlichen Geome-
trien sogar fast ausschlieflich verschoben sind, erscheinen die Schadigungsverteilungen haupt-
séchlich gekippt zu werden, d. h. der obere Bereich wird in die Lénge gezogen. Am deutlichsten
wird das, wenn alle Serien mit der geringeren Einkerbung, k=1.5, d. h. Serie , B¢, und der brei-
testen Grundverteilung betrachtet werden (Abbildung 10.61); hier werden noch zusétzlich
Ergebnisse einer weiteren Probenserie der Elementierung N x M=60x300 Elemente gezeigt,
von der lediglich 12 Modellproben berechnet wurden.

Weakest-link-Skalierungen

Skaliert man, wie zuvor schon die Bruchspannungen, die in Abbildung 10.60 gezeigten Vertei-
lungen der Bruchschéddigungen nach Gl. (4.25) einheitlich auf NM=2000 und vergleicht die
Serien, die in jeweils mehreren Elementierungen vorliegen, das sind die Serien B20v4 — B60v4,
S20v2 und S30v2 und S20v1 — S40v1, siehe Abbildung 10.62 auf Seite 168, so wird deutlich,
daf auch bei den Bruchschidigungen die Elementierungsgrofie skalierbar ist. Bedingt durch
die Versagensmodellierung, die nur das Versagen von ganzen Elementen zuléfst, erscheint die
Funktion infolge der groffen Elemente allerdings noch sehr stufig und weniger glatt. Es zeigt
sich auch hier, daf die Verteilung stark von der gewdhlten Grundverteilung abhéngt.

Abbildung 10.63 zeigt die Bruchschédigungen von Probenserien unterschiedlicher Geometrie
analog zur in Abbildung 10.58 dargestellten Form ihrer Bruchspannungsverteilungen. Wieder-
um werden die auf Einheitsprobengrofe N M =2000 skalierten Bruchschidigungsverteilungen
von zwei Probengeometrien und zwei Grundverteilungsbreiten zusammen dargestellt: zum
einen die Verteilungen der breiten Probenserien, B, mit breiter Grundverteilung, (=20 (v4),
zusammen mit der Verteilung der stirker taillierten Serie S20v4, und zum zweiten die Ver-
teilungen der schmalen Probenserien, S, mit schmaler Grundverteilung, (=5 (v1), zusammen
mit der Schidigungsverteilung der breiten Proben gleicher Grundverteilung, B20v1.

Deutlich sind wiederum die beiden abgegrenzten Bereiche zu erkennen, die aus den beiden
unterschiedlich breiten Grundverteilungen resultieren. Die mit der weakest-link-Skalierung er-
zeugten Schadigungsverteilungen der Proben einheitlicher Geometrie und Grundverteilungs-
vorschrift, also einmal B20v4 — B60v4 und zum anderen S20v1 — S40v1, fallen nicht ganz so
exakt zusammen wie die entsprechenden Kurven der skalierten Bruchspannungsverteilungen in
Abbildung 10.58. Wie sich am Vergleich der Kurve der Serie B20v4 (schwarze Rechtecke) mit
der Kurve S20v4 zeigt, sind die Abweichungen der Schédigungsverteilungen unterschiedlicher
Geometrie, weniger ausgepragt, als die Abweichungen der Bruchspannungen bei unterschied-
licher Geometrie. Es zeigt sich also, dak der Geometrieeinflufs bei den Bruchschédigungen
deutlich schwicher ausgepragt ist, als bei den Bruchspannungen.

Verteilung der Schidigung iiber die Probenh6he

Bei den elektronenmikroskopisch untersuchten realen taillierten Flachzugproben hatte sich
deutlich ein Zusammenhang zwischen der Mikrorikdichte und dem Abstand von der Bruch-
kante gezeigt. Die Bruchkante befand sich dabei immer an der schmalsten Probenstelle. Die
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Mikrorifdichte nahm mit dem Abstand von der Bruchkante ab. Oberhalb eines gewissen Ab-
stands von etwa 2-2.5 mm von der Bruchkante fanden sich iiberhaupt keine Mikrorisse mehr.

Um eine Aussage iiber das Mikrorifabstandsverhalten der Modellproben machen zu kénnen,
wurde der Betrag des Abstandes zur Kerblinie fiir jedes gebrochene Element berechnet, wobei
der Elementschwerpunkt als Elementkoordinate verwendet wurde. Auf diese Weise lassen sich
flir den Bruchzeitpunkt, also den Zeitpunkt maximaler Reaktionskraft, fiir jede Modellprobe
summarische Abstandskennwerte angeben. Die summarische Auswertung wird hierbei deshalb
gewahlt, weil die Auswertung des Abstands jedes gebrochenen Elements fiir jede der 100
Proben einer Serie nicht zu tiberschaubaren Ergebnissen fiihren wiirde.

Als summarische Werte jeder Modellprobe wurde wéahrend des Rechenlaufs zum einen in
jedem Recheninkrement der Abstand ausgegeben, den das weitest von der Kerblinie entfernte
Element hatte. Weiterhin wurde ein mittlerer Abstand aller gebrochenen Elemente berechnet,
indem der Abstand des Schwerpunkts

Go = %@/ZM (6.8)

des gebrochenen Systemanteils festgestellt wurde. Hierbei sind die y; die Betrége der Element-
schwerpunktsabstdnde und A; die zugehorigen Elementflichen aller I gebrochenen Elemente.
Aufgrund der gewéhlten Elementierung kann hierbei kein Abstand auftreten, der kleiner ist
als der Abstand einer halben Elementhche h/M, wobei M die Anzahl der Elemente parallel
zur Zugrichtung ist und h die Probenhohe.

In Abbildung 10.64 auf Seite 169 ist der nach GI. (6.8) berechnete mittlere Abstand der
gebrochenen Elemente bei Fi, .« fiir aller die Proben gezeigt, bei denen er bei den Rechenldufen
ausgegeben wurde, und in Tabelle 6.10 sind diese Werte tabellarisch zusammengestellt.

Tabelle 6.10: mittlere Mikrorifausbreitung der Modellproben

mittlerer Abstand der gebrochenen Elemente von der Probentaille [mm)|
| S20v1  S30v1 S40vl | S20v2  S30v2 | S20v4 || B20vl

MW 1.10 1.03 0.98 1.63 1.55 1.93 1.48
SA 0.31 0.25 0.21 0.36 0.25 0.30 0.54
Min 0.34 0.46 0.47 0.61 0.82 1.17 0.15
Max 1.79 1.82 1.44 2.69 2.36 2.46 2.90

Betrachtet man nur die Proben mit starkerer Querschnittsinderung, Serie S, fiir die die sum-
marischen Bruchabstidnde aller Ensembles erfaft sind, lafst sich der Einflufs der Grundvertei-
lungsbreite auf die Schadigungsausbreitung gut dokumentieren.

Alle Modellproben mit einer schmalen Grundverteilung zeigen geringere Schédigungsausbrei-
tung als die Modellproben mit einer breiteren Grundverteilung, ohne daf dies zu signifikant
geringerer Streuung der Mikrorifsverteilung tiber die Probenmeffliche fiihrt. Mit zunehmender
Elementanzahl nehmen aber sowohl der Mittelwert als auch die Streuung der Mikroriffaus-
breitung geringfiigig ab.

Betrachtet man isoliert die Abstédnde der geschédigten Elemente mit maximalem Abstand
zur Probentaille jeder der Proben, wie sie in Abbildung 10.65 auf Seite 169 und in Tabelle
6.11 wiedergegeben sind, so bestétigt sich sehr deutlich, daf die gewdhlte Grundverteilung
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Tabelle 6.11: maximale Mikrorifausbreitung der Modellproben

maximaler Abstand der gebrochenen Elemente von der Probentaille [mm]

| S20v1  S30v1 S40v1 | S20v2  S30v2 | S20v4 || B20vl

MW || 2.29 2.38 2.50 4.04 4.27 4.59 2.95
SA 0.78 0.74 0.57 0.78 0.57 0.40 1.27
Min 0.55 0.70 0.88 1.15 2.57 3.15 0.45
Max || 4.75 4.50 3.82 4.95 4.97 4.95 4.95

erheblichen Einfluft auf den Ort der Schidigung ausiibt. Wéahrend sich nédmlich bei breit
gewahlter Grundverteilung die Bruchereignisse {iber die ganze Probenhohe verteilen, d.h.
es brechen jeweils Elemente bis hin zum Probenrand, konzentrieren sich die Mikrorisse bei
schmaler gewéhlter Grundverteilung deutlich auf den mittleren Probenbereich, was sich daran
zeigt, daft nur bei wenigen Modellproben iiberhaupt Elemente, die weiter als 3.2 mm von der
Kerblinie entfernt liegen, gebrochen sind. Dafs sich die Bruchereignisse bei Probengeometrien
mit geringerer Querschnittsdnderung stirker iiber die gesamte Probenhohe verteilen (Serie
B20v1 in Abbildung 10.65) leuchtet dabei ohne weitere Untersuchung ein.

In Kapitel 8.2 und Abbildung 10.80 wird ein Vergleich des Schadigungsabstandes der Pro-
benserien S20v1 und S30v1 mit experimentell ermittelten Werten gezeigt.

6.3.6 Erginzende Untersuchung zum Rifabstand

Bei der Auswertung der maximalen Riffabstdnde, Abbildung 10.65, fiel auf, daf einzelne Mo-
dellproben schmaler Grundverteilung weit von Kerbmitte entfernt noch Elementbriiche auf-
wiesen.

Um die Ursache dieser Briiche aufzuklaren, wurde die Probe der Serie S20v1 herausgesucht,
bei der ein Element fast 5mm von der Kerblinie entfernt gebrochen war. Fiir diese Probe,
Probe Nr. 64 dieser Serie, wurde das Lastinkrement herausgesucht, bei dem dieses Element
brach. Die Versagensgrenzspannung des fraglichen Elements lag mit 428 MPa nur geringfiigig
iiber der Generierungsgrenze von 400 MPa. Fiir den zugehorigen Probenzustand wurde ein
Netzplot erstellt, in dem die Lage der versagten Elemente zu erkennen war und die Span-
nungen im unteren Generierungsbereich zwischen 400 MPa und 500 MPa farblich abgestuft
dargestellt sind. Alle Spannungen bis 400 MPa wurden blau dargestellt und alle Spannungen
iiber 500 MPa rot. Im Zwischenbereich wurden die Farben entsprechend den Spannungen in-
terpoliert. Diese Darstellung ist in Abbildung 10.66 auf Seite 170 wiedergegeben. Dabei ist
deutlich zu sehen, dafs das fragliche Element gerade so in der Probenmitte liegt, daf es von
dem schmalen Streifen leicht erhéhter Spannung iiberdeckt wird und deshalb aufgrund seiner
niedrigen Grenzspannung bricht.

Eine Darstellung des weiteren Spannungs- und Schédigungsverlaufs innerhalb der gleichen
Probe bei Erreichen des Kraftmaximums und das anschliefende kaskadenartige Versagen ist
in Abbildung 10.67 dokumentiert.

6.3.7 Interpretation der Ergebnisse und Folgerungen

Wird eine Probe durch eine hhere Anzahl von Elementen beschrieben, sind aber alle iibrigen
Modellierungsparameter gleich, d. h. gleiche Probengeometrie und gleiche Grundverteilung der
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Elementfestigkeiten, verringern sich die Bruchspannung und -schiddigung und deren Streuun-
gen. Dieser Probengrofieneffekt zeigte sich bei allen Modellproben die mit den FE-Modellen
berechnet wurden, also sowohl bei den Rechnungen der Proben ohne Querschnittsdnderung
mit dem Kohésivgesetz wie auch mit versagenden Kontinuumselementen, als auch bei den
taillierten Proben.

Eine Erkldrung fiir diesen Probengrofieneffekt, bei dem zunehmende Elementierungsverfeine-
rung zu niedrigeren Bruchspannungen fiihrt, ergibt sich aus der héheren Dichte der aufein-
anderfolgenden Grenzfestigkeitswerte, wenn diese nach ihrer Grofse sortiert werden. Vor der
Initiierung des ersten Mikrorisses nimmt die Wahrscheinlichkeit, daf es ein Element mit be-
sonders geringer Festigkeit gibt, mit wachsender Elementanzahl zu. Nach Initiierung des ersten
Mikrorisses sind fiir das weitere Versagensgeschehen nicht allein die Festigkeiten mafgeblich,
sondern auch die Beanspruchungen infolge der Probendeformation und den damit einherge-
henden Spannungskonzentrationen. Hierbei nimmt die Wahrscheinlichkeit zu, ein besonders
schwaches Element in exponierter Position anzutreffen, wenn mehr Elemente zur Verfiigung
stehen. Speziell bei der taillierten Probengeometrie 14t sich die Abnahme des mittleren Ab-
standes der Schadigung von der Kerblinie bei zunehmender Elementanzahl, vgl. Tabelle 6.10,
ebenfalls mit der Wahrscheinlichkeit erkldren, daf es in Probenmitte eher ein schwaches Ele-
ment gibt, wenn insgesamt mehr Elementfestigkeiten vergeben werden.

Daf einhergehend mit der Abnahme der mittleren Bruchspannung auch die mittlere Sché-
digung abnimmt, wenn mehr Elemente generiert werden, 1afst sich leicht dadurch verstehen,
dak die Anzahl der Elemente, die fiir das Probenversagen brechen miissen, bei hoherer Ele-
mentanzahl aber geringerer Bruchspannung weniger stark zunimmt, als die Gesamtanzahl der
Elemente, wodurch der Quotient abnimmt.

Weiterhin wurde gezeigt, dafs sowohl die Verteilungen der makroskopischen Bruchspannungen,
wie auch der Bruchschidigungen in guter Ndherung durch ein weakest-link-Skalenverhalten
beschrieben werden konnen, d. h. die Verteilungen fiir Probenserien verschiedener Elementan-
zahl, sonst aber gleicher Geometrie und Grundverteilung fiir die Elementfestigkeiten, lassen
sich mit Gl. (4.25) ineinander transformieren. Der Exponent k dieser Gleichung entspricht
dabei dem Verhaltnis der Elementmengen der Modellproben, deren Verteilungen ineinander
transformiert werden (sollen). Dieses Ergebnis, das auch fiir Proben konstanten Querschnitts
gezeigt wurde (siehe Abschnitt 6.2.2), ist neu und kann dazu verwandt werden, die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen fiir die Bruchspannungen und -schiadigungen von Ensembles grofser
Proben, die nur mit unvertretbar hohem Aufwand zu simulieren wéren, zumindest abzuschét-
zen, wodurch Probengrofseneffekte fiir dieses Modell extrapolierbar werden.

Bereits bei Verwendung des Biindelkettenmodells zeigte sich ein deutlicher Zusammenhang
zwischen der Breite der Grundverteilung der Faserfestigkeiten und dem Wert der makrosko-
pischen Bruchspannungen: je breiter die Grundverteilung fiir ansonsten gleiche Biindelketten,
desto hoher liegt die makroskopische Bruchspannung. Dieses Ergebnis bestétigte sich bei den
FE-Modellen sowohl fiir Proben ohne Querschnittsdnderung wie auch fiir die taillierten Pro-
ben.

Bei den taillierten Proben zeigte sich aber dariiberhinaus, dafs bei gleichen Proben, also glei-
cher Elementanzahl und gleicher Geometrie, eine breitere Grundverteilung zu einer breiteren
Verteilung der Schadigung iiber die Probenlénge fiihrt als eine schmalere Grundverteilung fiir
die Elementfestigkeiten. Dieser Sachverhalt entspricht einer stirkeren Ausbreitung von Mi-
krorissen iiber die taillierte Probenfliche bei zunehmender Breite der Grundverteilung fiir die
Kornfestigkeiten, die ihrerseits, wie gerade oben gezeigt wurde, zu héheren makroskopischen
Bruchspannungen fiihrt. Dieser Zusammenhang leuchtet unmittelbar ein und weist somit auf
qualitativ angemessenes Modellverhalten hin.
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Der Einflufs der Geometrie, im vorliegenden Fall das Verhéltnis der Breite am Rand zur Mini-
malbreite, x, wurde an den Beispielen fiir die taillierten Modellproben sichtbar. Dabei zeigte
sich eine Abhéngigkeit der makroskopischen Bruchspannungen vom Grad der Querschnittsén-
derung iiber die Mefslange: bei weniger stark taillierten Proben, k=1.5, bei denen gleich viele
Elemente zur Diskretisierung verwendet wurden und die Grundverteilung der Elementfestig-
keiten gleich war, fielen die makroskopischen Bruchspannungen niedriger aus, als bei Proben
mit starkerer Querschnittsénderung, k=2.

Als Erklarung fiir diesen Effekt bietet sich wieder die Wahrscheinlichkeit an, ein schwaches
Element im EinfluRbereich hoher Spannungen zu finden. Nimmt die Probenbreite mit zu-
nehmender Entfernung von der Probenmitte stark zu, nehmen die Spannungen entlang der
Probenzugachse entsprechend schneller ab, als wenn die Probe eine weniger akzentuierte Quer-
schnittsdnderung aufweist. Der Bereich hoher Spannungen konzentriert sich dabei auf einen
kleineren Probenanteil, womit die Wahrscheinlichkeit sinkt, in diesem Bereich eines der schwa-
chen Elemente anzutreffen. In der Folge muft daher die makroskopische Probenspannung er-
hoht werden, um Elemente zum Brechen zu bringen, was dann entweder dadurch geschieht,
daf weniger schwache Elemente zuerst brechen oder dafs die makroskopische Spannungsstei-
gerung dazu fiihrt, daf die Spannung in breiteren Probenabschnitten stark genug wird, die
dort angesiedelten Elemente entsprechend hoch genug zu belasten.

Bei gleicher Grundverteilung und gleicher Elementanzahl fielen auch die Bruchschadigun-
gen von Proben mit geringerer Querschnittsinderung, x=1.5, niedriger aus, als bei Proben
mit stirkerer Querschnittsénderung, k=2. Dies bedeutet, dafs bei geringer taillierten Proben
absolut weniger Elemente brechen, bis die Probe ihr Widerstandsmaximum erreicht. Dieser
Effekt wird durch die gleichzeitig niedriger ausfallenden makroskopischen Bruchspannugen
leicht plausibel, da dadurch weniger Elemente ihre kritische Spannung erreichen.

Vergleicht man nun noch die Bruchspannungen und Schadigungen — bei gleicher Elementierung
und bei jeweils der gleichen Grundverteilung — der taillierten Proben, k=1.5 und 2, mit den
nichttaillierten Proben aus Abschnitt 6.2.2, bei denen das Breitenverhéltnis k=1 ist, also fiir
(=5 die taillierten Proben B20v1 und S20v1 mit den nichttaillierten Proben G20v1, und fiir
(=20 die taillierten Proben B20v4 und S20v4 mit den nichttaillierten Proben G20v4, stellt
man fest, daf die Verteilungen fiir k=1.5 nicht zwischen denen fiir k=1 und k=2 liegen (siehe
die Abbildungen 10.68 und 10.69 auf Seite 172). Dies ist tiberraschend, erwartet man doch
eine kontinuierliche Anderung von k=1 nach xk=2.

Der Grund fiir diese nicht erwartete Reihenfolge ist bislang ebenfalls ungeklart. Als Erklérung
fiir die Ursache kommen aber nur die Grofenverhéltnisse der Elemente, also Breite zu Hohe
der Elemente, infrage, welche bei den nichttaillierten Proben 1:1 betragen, bei den taillierten
Proben davon aber auf unterschiedliche Weise abweichen, da es keine weiteren Unterschiede
zwischen den Probenserien jeder der beiden Grundverteilungsbreiten gibt. Offensichtlich be-
sitzt dieses Elementseitenverhéaltnis also einen statistischen Nebeneffekt, der sich nicht allein
durch die unterschiedlichen Bereiche, in denen die Elementspannungen wirken, erkléren lafst.
Als mogliche Ursache dieses Nebeneffekts kommt dabei das unterschiedliche Verformungver-
halten nach Einsetzen der Schidigung in Betracht.

Als Konsequenz dieser Erkenntnis ergibt sich, daf fiir eine vollstdndige Vergleichbarkeit von
Proben unterschiedlicher Geometrie die einzelnen Elemente, durch die eine Probe diskretisiert
wird, von gleicher Grofie sein miissen. Dann stellt sich aber zwangslaufig die Frage, wie die Ele-
mentierung taillierter Proben bei verédnderlicher Breite iiber die Probenhdhe sinnvoll gestaltet
werden kann, da dann bereits wegen der nicht geraden Probenform Elemente unterschiedlichen
Rifidichtenfquivalents entstehen. Modellhafte Vergleiche unterschiedlicher Probengeometrien
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lassen sich dann also sinnvollerweise auch nur auf Grundlage der Relation zwischen der Grofe
der Mikrostrukturelemente und Form und Grofe der (Finiten) Modellelemente durchfiihren.

6.4 Zusammenfassung und Bewertung der FE-Modelle

Bei allen Rechnungen mit den FE-Modellen ergab sich ein negativer Probengrofseneffekt so-
wohl beziiglich der Bruchspannungen als auch der Schiadigungen. Das bedeutet, dafs Proben
gleicher Grundverteilung der Elementfestigkeiten und gleicher Geometrie niedrigere mittle-
re Bruchspannungen und -schiadigungen mit zunehmender Verfeinerung ihrer Diskretisierung
zeigen. Dabei nehmen auch die Streuungen dieser Grofsen ab. Bei taillierten Proben wird
aufkerdem der mittlere Abstand der Schadigung von der Bruchkante kleiner. Eine Erklérung
dieser Effekte ergibt sich dabei aus der Statistik (vgl. Abschnitt 6.3.7).

Bei den Rechnungen mit dem Kontinuumsmodell konnte bei allen Probengeometrien ein
weakest-link-Skalenverhalten beziiglich der Gesamtanzahl der Elemente gezeigt werden, so-
fern die Elementzahl eine Mindestzahl von Elementen nicht unterschreitet. Bei einer Serie
taillierter Proben war diese Mindestanzahl mit 10x50 Elementen deutlich unterschritten (vgl.
dazu Kurve B10v4 in Abbildung 10.58). Dieses weakest-link-Verhalten zeigt sich sowohl bei
der Verteilung der Bruchspannungen als auch der zugehorigen Schadigungen. Fiir die Kohé-
sivmodellproben wurde das weakest-link-Verhalten nicht untersucht.

Der bereits fiir das Biindelkettenmodell gezeigte Zusammenhang zwischen der Breite der
Grundverteilung der Faserfestigkeiten und der resultierenden Bruchspannung lief sich fiir die
FE-Modellierung bestétigen, d. h. breitere Grundverteilung der Elementfestigkeiten bei gleich-
bleibender unterer Generierungsgrenze bedingt hohere Bruchfestigkeiten der Gesamtproben.
Daneben wurde aufferdem gezeigt, dafs breitere Grundverteilungen in taillierten Proben zu
breiterer Verteilung der Schadigungen tiber die Probengeometrie fithrten, wenn die Proben-
geometrie selbst dabei unveréndert bleibt.

Der Einfluft der Geometrie auf die Bruchspannungen lieferte Ergebnisse, die nicht vollstéin-
dig konsistent erscheinen. Einerseits konnte bei taillierten Modellproben gezeigt werden, dafs
Proben mit starker Querschnittsinderung héhere Bruchspannungen und hohere Bruchsché-
digungen ergeben, als solche mit geringerer Querschnittsdnderung. Beim Vergleich mit Pro-
ben ohne Querschnittsinderung hingegen ergaben sich fiir diese Modellproben die hochsten
Bruchspannungen und -schédigungen. Als einzig mogliche Ursache wurde dabei die Form der
Elemente identifiziert, die fiir alle drei Probengeometrien unterschiedlich ist.

Der Vergleich der beiden Modellierungsarten, Kohasivmodell und Kontinuumsmodell, zeigt
vergleichbare Ergebnisse beider Modelle, wenn fiir das Kontinuumsversagen die mittleren
Elementspannungen verwendet werden. Das Kohésivmodell hat allerdings im Rahmen stocha-
stischer FE-Modellierung erhebliche Nachteile gegeniiber dem Kontinuumsmodell. Zum einen
ist Rifsverzweigung in der bislang verwendeten Form des Modells nicht darstellbar. Die Opti-
on zur Rifverzweigung wiirde nur durch Einfiihrung eines zusétzlichen Versagensmechanismus
oder aber durch Erweiterung des Kohésivgesetzes, wie z. B. in [62] gezeigt, moglich werden.
FEine Erweiterung des Kohésivgesetzes benétigt dabei parallel zur Zugrichtung angeordnete
Kohésivelemente, fiir die dann auch ein anderes Versagenskriterium, z. B. ein Schubkriterium,
anstelle des bislang verwendeten Normalspannungskriteriums einzufiihren wire. Weiterhin ist
der Einflufs der Separation bei dieser Art der Modellierung storend, da das gesamte Netz den
damit verbundenen Deformationen unterworfen ist. Zum dritten erfordert diese Modellierung
deutlich mehr Freiheitsgrade bei gleicher Diskretisierung als das Kontinuumsmodell, wodurch
erheblich hohere Rechenzeiten erforderlich werden.
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Wegen des bei beiden Modellen gelegentlich auftretenden ,,Delaminierungsverhaltens der Mo-
dellproben (siehe Abbildung 10.16), kann ein reines Normalspannungskriterium als lokales
Versagenskriterium nur eingeschrénkte Giiltigkeit haben. Als leicht durchfiihrbare Modifikati-
on kidme infrage, die Elementhauptspannungen als Versagenskriterium einzufiihren oder eine
Kombination mit einem Schubspannungskriterium anzuwenden. Dies wurde im Rahmen dieser
Arbeit jedoch nicht mehr durchgefiihrt.



Kapitel 7

Vergleich zwischen Bundel- und
FE-Modell

Die in dieser Arbeit vorgestellten Modelle, die das Versagen auf der Basis diskreter, aus einer
Grundverteilungsfunktion generierter Werte fiir die lokale Bruchfestigkeit beschreiben, eignen
sich dafiir, numerische Werte der resultierenden Verteilung makroskopischer Festigkeiten ana-
log einer statistischen Stichprobe zu liefern, wenn eine geschlossene Losung, wie sie fiir den
asymptotischen Fall idealer Biindel gezeigt wurde, nicht verfiigbar ist.

Der Vorteil der Fasermodelle besteht in ihrer einfachen Struktur und den hohen Rechenge-
schwindigkeiten, wodurch sie sich ausgezeichnet zur Berechnung grofier Mengen von Stichpro-
benwerten eignen. Thr Nachteil besteht in der groben Vereinfachung des kontinuumsmechani-
schen Verhaltens deformierbarer Korper.

Durch Anwendung eines einfachen FE-Codes anstelle der Biindelkette sollte deshalb eine
mikromechanisch fundiertere Beschreibung des Kontinuums gefunden werden. Da die An-
wendung eines Finite-Elemente-Systems wesentlich kostenintensiver — in Bezug auf Funkti-
onsweise und ihre Sicherstellung und in Bezug auf Rechenzeit — ist, eignet sie sich weniger
zur Erzeugung grofier Mengen von Ergebnissen, als vielmehr zur Rechtfertigung geeigneter
Lastverteilungsregeln des schnelleren Fasermodells.

Nachdem in den beiden vorangegangenen Kapiteln jedes der beiden Modelle fiir sich dargestellt
und untersucht wurde, soll in diesem Kapitel ein Vergleich der Modelle vorgenommen werden.
Im anschlieftenden Kapitel 8 wird dann ein Vergleich der Modelle mit dem experimentell
beobachteten Probenverhalten vorgenommen.

Von besonderem Interesse ist beim Vergleich der Modelle die Frage, ob ihre Ergebnisse in sta-
tistischer Hinsicht einander entsprechen und wieweit sie voneinander abweichen. Dabei steht
also weniger die Antwort beider Modelle in Bezug auf den einzelnen Datensatz generierter
Festigkeiten, als vielmehr das statistische Verhalten von Serien nominell gleicher Proben im
Mittelpunkt. Da die Biindelkettenmodelle nur auf Proben konstanten Querschnitts angewen-
det wurden, beschrankt sich der Vergleich auf Proben dieser Art.

7.1 Verhalten der Modellproben bei Belastung

Das unterschiedliche Verhalten von individuellen Modellproben bei Belastung ist in Abbil-
dung 10.70, auf Seite 173, am Beispiel von 4 Modellrechnungen dargestellt. Dabei wurde eine
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Modellprobe ohne Querschnittsinderung einmal als Biindelkette mit N xM=21x99 Fasern,
einmal als FE-Modellprobe mit und einmal ohne Kohésivelemente generiert. Die Biindelkette
wurde sowohl mit gleichméfiger als auch lokaler Lastverteilungsregel berechnet, wobei fiir die
LLS-Regel ein Rikspitzenfaktor von fry=0.5 (vgl. Kapitel 4.1.3 ab S. 44) zur Anwendung
kam. Die Kohasiv-Modellprobe wurde mit 20x100 Kontinuums- und 21x99 Kohésivelemen-
ten und die Kontinuumsmodellprobe mit 21 x99 Kontinuumselementen elementiert. In allen 4
Modellrechnungen wurde der gleiche Satz von Versagenswerten einer breiten Grundverteilung
(a=400, c=ba, p=2) fiir die N x M =21x99 Fasern bzw. bruchfihigen Elemente verwendet.

Der Unterschied der beiden FE-Rechnungen wurde in Kapitel 6.2.3 (Tabelle 6.4: Proben a
und b) bereits eingehend erortert. Beide FE-Modellproben zeigen eine deutlich geringere Be-
lastbarkeit als die Biindelketten, wobei die LLS-Regel im Biindelkettenmodell deutlich friiher
zum Probenversagen fiihrt, als die ELS-Regel!. Beiden Biindelketten-Modellrechnungen ge-
mein und deutlich abweichend vom Verhalten der FE-Proben ist jedoch, daft die Proben beim
Erreichen des Kraftmaximums vollstdndig kaskadenartig versagen, was bei der ELS-Kurve am
senkrechten Abfall der Spannung deutlich wird. Bei der LLS-Rechnung bricht die Datenaus-
gabe nach dem letzten giiltigen Rechenschritt ab. Dieses abrupte Verhalten ist offenar auf die
Steifheit der Biindelgrenzen zuriickzufiihren.

Der in Abbildung 10.70 gezeigte Vergleich und Verlauf der Kraft-Schadigungs-Kurven ist
typisch und konnte bei allen Verteilungsbreiten und Probengréfsen bestétigt werden.

7.2 Probengrofieneffekte

Daf Bruchspannungen und Schéadigungen nicht nur fiir einzelne Proben, sondern auch fiir eine
statistische Gesamtheit nominell gleicher Proben beim Biindelkettenmodell héher sind als bei
FE-Rechnungen geht aus den Abbildungen 10.71 und 10.72 hervor. In diesen Abbildungen
(siche Seite 174) sind die Biindelketten-Modellproben der Abbildungen 10.37 und 10.38 mit
schmaler Grundverteilung (¢=2a, a=500 MPa) und ELS-Regel den FE-Kohéasivmodellproben
aus Tabelle 6.1 gegeniibergestellt. Dabei wurde jede Probe des Biindelkettenmodells mit den
identischen Versagenswerten einer entsprechenden FE-Probe berechnet. Dargestellt sind da-
bei die Mittelwerte der Bruchspannungen und -schédigungen und ihre Standardabweichungen
als Fehlerbalkengraphik in Abhéngigkeit von der Systemgrofse N x M. Wie der in den Abbil-
dungen gezeigte Vergleich zeigt, liegen die Bruchspannungen und die -schadigungen so weit
voneinander entfernt, dafs sich selbst die Streubreiten um den Mittelwert nicht {iberschneiden.

Die in den Abbildungen gezeigte Abhéngigkeit der Bruchspannungen und Schédigungen von
der Probengrofe ist fiir das FE-Modell im betrachteten Intervall gegenldufig zu der des Biin-
delkettenmodells mit gleichméfiger Lastverteilung. Offenbar werden im Gegensatz zu den
Ergebnissen des Biindelkettenmodells die Bruchspannungen beim FE-Modell kleiner, wenn
die Probengrofe zunimmt.

Fiir diese Biindelketten wurde in Abbildung 10.37 gezeigt, dafs der positive Probengréfenef-
fekt, also die Zunahme der Mittelwerte der Bruchspannungen bei zunehmender Systemgrofe
N x M, erst ab einer Systemgrofe N x M=a10x50 gilt; fiir kleinere N x M strebt der Mittelwert
dem fiir den Extremfall einer reinen Kette zu, fiir die die mittlere Bruchspannung wesentlich
hoher liegt, als bei groferen Biindelketten, so daft ein Umkehreffekt auftritt.

"Wire statt des ,,1-GP-Kriteriums®, vgl. Funote auf S. 102, zur Berechnung des FE-Modells mit ver-
sagenden Kontinuumselementen das ,,GP-MW-Kriterium“ verwendet worden, hitten sich die Ergebnisse der
FE-Modelle, Kohisiv- und Kontinuumsmodell, einander angenéhert und damit den Unterschied zwischen den
Ergebnissen von FE-Kontinuumsmodell und Biindelkettenmodell mit LLS-Regel abgeschwécht.
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Fiir die FE-Modellrechnungen ist ein solcher Umkehreffekt bei kleineren Systemgrofen N x M,
als den hier verwendeten, nicht zu erwarten, da der Extremfall der reinen Kette auch mit dem
FE-Modell das selbe Ergebnis wie die analytische Lésung liefern mufs. Bei den Bruchschédi-
gungen kann hingegen auch im FE-Modell in diesem Extremfall ein von null abweichender
Wert nicht auftreten, so daft bei kleinen Systemgréfien N x M ein Umkehrpunkt im Proben-
grokeneffekt der Bruchschadigung fiir das FE-Modell zwingend ist.

In Abbildung 5.2 (siehe Seite 87) wurde eine &hnliche Fehlerbalkengraphik der auf die untere
Generierungsgrenze normierten Bruchspannungsmittelwerte in Abhéngigkeit von der loga-
rithmischen Systemgrofe, log(N x M), fiir Biindelketten gezeigt, wobei ein Vergleich zwischen
gleichmafiger und lokaler Lastverteilungsregel vorgenommen wurde. Es hatte sich dabei ge-
zeigt, dafs bei lokaler Lastverteilungsregel ein Probengrofeneffekt auftritt, bei dem die Bruch-
spannungen mit zunehmender Probengrofe in geringem Maf kleiner werden, dhnlich wie er
beim FE-Modell beobachtet wird.

Um den Grofeneffekt zwischen dem FE-Modell und dem Biindelkettenmodell bei lokaler Last-
verteilung direkt zu vergleichen, wurden Probenserien ausgewéhlt, die sowohl mit dem FE-
Modell wie auch mit dem Biindelkettenmodell jeweils in zwei Grofsen N x M berechnet wurden.
Die dabei verwendete Grundverteilung hatte eine relative Generierungsbreite (=20 bei der
unteren Generierungsgrenze a=400MPa. Der Parameter d betrug 0.5. Die verwendeten Pro-
bengroéfien waren einmal N x M= 20x100 und einmal 40x200. Diese wurden sowohl mit dem
FE-Kontinuumsmodell, dem FE-Kohésivmodell und zwei mal mit dem Biindelkettenmodell
nominell gleich generiert. Eine der Biindelkettenserien wurde mit lokaler Lastverteilungsre-
gel und eine mit gleichméfkiger Lastverteilungsregel berechnet. Es wurden jeweils Ensembles
a 100 Proben berechnet aufler von der grofseren Kohésivmodellprobe, von der wegen ihrer
ungewohnlich hohen Rechenzeit (ca. 17 Stunden pro Probe) ein Ensemble von 21 Proben
verwendet wird.

In Abbildungen 10.73 und 10.74, Seite 175, sind die Bruchspannungs- und Bruchschidigungs-
verteilungen dieser Modellrechnungen gezeigt. Auch hier sind deutliche Abstédnde zwischen den
einzelnen Wahrscheinlichkeitsverteilungen der verschiedenen Modelle sowohl bei den Bruch-
spannungen als auch bei den Bruchschidigungen zu sehen. Ebenso gibt es kaum Uberschnei-
dungen der Streubreiten um die Mittelwerte, wenn man wiederum nur die Kohésivrechnungen
mit den ELS-Rechnungen des Biindelkettenmodells vergleicht.

In diesen beiden Abbildungen lassen sich die beobachteten Grofeneffekte auf andere Weise,
als in den Fehlerbalkengraphiken, erkennen: Wahrend bei den FE-Rechnungen die Vertei-
lungen der kleineren Proben rechts von ihren groferen Pendants zu finden sind, kehrt sich
dieses Bild bei den ELS-Rechnungen des Biindelkettenmodells um. Anders bei den mit lo-
kaler Lastverteilungsregel berechneten Biindelketten, bei denen die Verteilung der kleineren
Proben praktisch mit der Verteilung der grofen Proben zusammenfallt, sieht man von den fla-
cher auslaufenden Schwénzen der Rechnungen der kleineren Modellproben ab. Alle 4 Modelle
zeigen iibereinstimmend steilere Verteilungen bei grofferem N x M, was bedeutet, dafs deren
Standardabweichungen mit zunehmender Probengréfte abnehmen. Dies fithrt dazu, daft die
Schnittpunkte der Verteilungen fiir die groffen und kleinen Proben der FE-Modellrechnungen
sehr tief liegen, wihrend dieser Schnittpunkt aus dem Biindelkettenmodell mit ELS-Regel
sehr hoch liegt. Die Mittelpunkte der Verteilungen entsprechen hierbei in etwa deren Mittel-
werten. Wihrend bei den beiden FE-Modellen der Probengrofseneffekt deutlich negativ und
beim Biindelkettenmodell mit ELS-Regel positiv ist, scheint dieser beim Biindelkettenmodell
mit LLS-Regel nahezu konstant zu bleiben. Aufféllig unterscheiden sich die Schwénze der
Verteilungen: bei den Biindelmodellrechnungen sind sehr grofse Unterschiede zwischen den
Extrema der Verteilungsschwénze, d.h. Minima und Maxima der erzielten Resultate, zu be-



122 KAPITEL 7. VERGLEICH ZWISCHEN BUNDEL- UND FE-MODELL

obachten, die in dieser ausgepréagten Form bei den Verteilungen aus den FE-Rechnungen nicht
zu beobachten sind.

Es zeigt sich bei diesem Vergleich, daft die Resultate, die mit mit dem Biindelkettenmodell
mit lokaler Lastverteilungsregel erzielt werden, eine deutliche Tendenz hin zu den Resultaten
aus den FE-Rechnungen aufweisen, wenn auch sowohl die Mittelwerte der Bruchspannungen
und -schidigungen noch ein deutlich héheres Niveau haben, als auch der Probengréfeneffekt
nicht ausgepragt genug ist, um den aus den FE-Modellrechnungen wiederzuspiegeln.

Die Anwendung einer LLS-Regel beim Biindelkettenmodell fiihrt also sowohl zu deutlich klei-
neren Mittelwerten der Bruchspannungen und -schiddigungen, womit sich diese den Mittel-
werten aus den FE-Rechnungen annéhern, als auch tendenziell zu einer Umkehrung des be-
obachteten Probengrofeneffekts. Hierbei liegt die Vermutung nahe, dafs durch Wahl eines
geeigneten, noch hoheren Rifispitzenfaktors fry die Ergebnisse der FE-Rechnungen in sta-
tistischer Hinsicht durch das Biindelkettenmodell mit LLS-Regel simuliert werden kénnen.
Weitergehende Untersuchungen dieser Annahme zeigen aber, dafs der dazu bendtigte Fak-
tor von Probengrofie zu Probengréfe und von Grundverteilung zu Grundverteilung erheblich
schwankt. (Siehe dazu Abschnitt 7.3.) Eine Ursache davon konnte die Tatsache sein, daf die
LLS-Regel zwar einen stérkeren Riflokalisierungseffekt in einer bereits geschidigten Schicht
bewirkt, die einzelnen Schichten, wie bei der ELS-Regel, aber weiterhin voneinander entkop-
pelt sind, wohingegen durch das FE-Modell, aufgrund der Deformierbarkeit der Schichten, ein
zusatzlicher schichtiibergreifender Einfluff wirksam wird.

7.2.1 Skalierbarkeiten

Ein wichtiger Unterschied zwischen FE-Modell und Biindelkette ergibt sich hinsichtlich der
Skalierbarkeit der Verteilungen von Bruchspannungen und -schidigungen. Bei den Biindelket-
tenmodellen, ob bei gleichméfiger oder lokaler Lastverteilungsregel, erwies sich die Anwen-
dung der weakest-link-Skalierung hinsichtlich der Gesamtzahl der Fasern im allgemeinen als
nicht durchfiihrbar. Dagegen lieflen sich Biindel gleicher Breite, d. h. Faseranzahl, trivialer-
weise mittels der weakest-link-Transformation hinsichtlich der Kettenldnge skalieren.

Bei den FE-Modellen hingegen liefsen sich die Verteilungen der Bruchspannungen und -sché-
digungen einer Systemgrofie N x M auf die Verteilungen einer anderen Systemgrofie abbilden,
indem die weakest-link-Skalierung beziiglich der Gesamtanzahl der Elemente angewendet wur-
de.

7.3 Anpassung des Lastkonzentrationsfaktors des Biindelket-
tenmodells an FE-Ergebnisse

Eines der zu Beginn dieser Arbeit formulierten Ziele war ein Vergleich des Systemverhaltens
unter realistischer Lastverteilung mit experimentellen Beobachtungen. Die Ergebnisse reali-
tatsnaher Lastverteilung sollten dabei mittels der FE-Modellierung ermittelt werden, wahrend
ein Ansatz zur Uberwindung der Systemgréfenbeschrinkung darin besteht, im Rahmen des
Biindelkettenmodells mit lokaler Lastverteilungsregel den Lastkonzentrationsfaktor fiir Faser-
belastungen vor Rifispitzen dahingehend anzupassen, daft die makroskopischen Antworten des
Biindelkettenmodells denen des FE-Modells gleichwertig sind, also gleiche Bruchspannungen,
-schadigungen und zugehorige Streuungen liefern.
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7.3.1 Anpassung fiir individuelle Proben

Um eine Lastverteilungsregel fiir das Biindelkettenmodell zu erhalten, mit der die Ergebnisse
der FE-Modellierung wiedergegeben werden kénnen, wurden zuerst einzelne, nominell gleiche
Modellproben mit dem FE-Modell berechnet, und anschlieffend wurde jede dieser Modell-
proben, also identische Versagensgrenzwerte, mit dem Biindelkettenmodell und der local load
sharing-Regel, Gl. (4.39), mit jeweils nach und nach gesteigertem Rikspitzenlastfaktor, fry,
berechnet. Hierdurch wurde fiir jede Probe ein Faktor fiir die Rifsspitzenfaser-Mehrbelastung
ermittelt, durch den die Bruchspannungen des FE-Ergebnisses anndhernd gut mit dem Biin-
delkettenmodell wiedergegeben werden konnten. Ein Vergleich der fiir die einzelnen Modell-
proben angepafiten Rifsspitzenfaktoren ergab sehr weit differierende Werte (etwa zwischen 0.6
und 1.9), so daf es nicht moglich war, dem FE-Modell vergleichbares Verhalten des Biin-
delkettenmodells durch die Anpassung bei individuellen Proben zu erreichen. Als Grund fiir
die grofte Schwankung der erforderlichen Rifispitzenfaktoren l&ft sich die grundsétzlich unter-
schiedliche Reaktion von FE-Modell und Biindelkette auf schwache Gefiigestellen anfiihren:
Waéhrend sich eine stérkere Belastung von Fasern an den lokalen Rifsspitzen nach Bruch einer
weiteren Faser beim Biindelkettenmodell vor allem dadurch auswirkt, dafs Fasern in der glei-
chen Schicht bevorzugt brechen, Fasern in anderen Schichten aber gleichzeitig aufgrund der
reduzierten Biindelkraft weniger belastet werden, erfolgt beim FE-Modell bei Bruch einzelner
Elemente aufgrund der Deformation der Schichten auch eine Hoherbelastung von Elemen-
ten iiber und unter den stirker belasteten Rifsspitzen, so dafs diese, wenn sie schwach sind,
ebenfalls bevorzugt brechen. Die groflen Unterschiede in den fiir vergleichbare Resultate erfor-
derlichen Lastkonzentrationsfaktoren resultieren daher offensichtlich aus fiir jede individuelle
Probe zufilliger Verteilung der Schwachstellen. Wegen dieses fundamentalen Unterschieds im
Verhalten der Modelle erscheint es auch nicht sinnvoll, auf der Basis schichtintern formulierter
Lastumverteilungsregeln die bisher verwendeten, ph&dnomenologisch gewahlten Spannungsver-
teilungen auf die Nachbarfasern zu modifizieren, und es erscheint sinnvoller, den Spannungs-
verlauf des Kontinuums auch schichtiibergreifend in eine ,Regel“ zu fassen. Dieser Versuch
wurde im Rahmen der hier vorliegenden Arbeit jedoch nicht mehr unternommen.

7.3.2 Anpassung fiir kollektive Probenantworten

Eine lokale Lastverteilungsregel fiir das Biindelkettenmodell, mit der das Verhalten indivi-
dueller Proben ihrem Verhalten bei Verwendung des FE-Modells angendhert wird, liefs sich
wie oben gezeigt nicht finden. Es ist aber nicht ausgeschlossen, daff sich moglicherweise ein
Lastfaktor bestimmen lafst, mit dem die kollektive Biindelketten-Antwort einer Serie nominell
gleicher Modellproben ihrer kollektiven FE-Antwort entspricht.

Um dies zu iiberpriifen, wurden Probenserien generiert, die die gleiche Grundverteilung be-
sitzen, wie Proben einer bereits mit dem FE-Modell berechneten Serie von Proben. Die Pro-
benserie der FE-Modellrechnungen G20v4 (vgl. Tabelle 6.2 auf Seite 99) umfaft 100 nominell
gleiche Proben einer breiten Grundverteilung (a=400 MPa, (=20); ihre makroskopischen Ant-
worten wurden bereits in den Abbildungen 10.45 und 10.46 dargestellt (hellblaue Punkte). Es
wurden nun jeweils 100 Proben der gleichen Grundverteilung generiert und mit dem Biindel-
kettenmodell berechnet, wobei der Lastfaktor fry der Rifspitzenfasermehrbelastung jeweils
um 0.1 erhoht wurde und die Verteilung der resultierenden Bruchspannungen bestimmt wur-
de. Auf diese Weise lieflen sich die beiden Faktoren fry=1.2 und 1.3 ermitteln, mit denen
die Verteilungen der Bruchspannungen ungefihr mit der Bruchspannungsverteilung der FE-
Modellproben iibereinstimmte. Diese Bruchspannungsverteilungen sind in Abbildung 10.75
(Seite 176) dargestellt. Es zeigt sich dabei, dafs die Verteilung der Bruchspannungen der
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FE-Modellproben in etwa zwischen den beiden Verteilungen der Biindelkettenproben liegt.
Die Verteilung der Bruchschédigungen der entsprechenden Ensembles von Biindelkettenpro-
ben gruppieren sich dabei in d&hnlicher Weise um die der FE-Modellproben, siehe Abbildung
10.76. In Tabelle 7.1 sind diese Ergebnisse summarisch wiedergegeben.

Tabelle 7.1: Bruchspannungen und -schiadigungen bei 2 Verteilungsbreiten mit dem FE-
Kontinuumsmodell und dem Biindelkettenmodell mit an die FE-Ergebnisse bei einer Ver-
teilungsbreite ((=20) angepaftem Lastkonzentrationsfaktor frs

Verteilung der Elementbruchspannungen: P(o.) = (2<-%)” [MPa|

C
Parameter fiir das Beispiel: =400, ¢c=Ca, d=0.5; p=1/d

Systemgrofe N x M= 20x100 Kontinuumselemente (I, = 0.1 mm, E=180 GPa)
bzw. Fasern (A = 1); jeweils 100 nominell gleiche Proben

Verteilungsbreite 20 5
Modell FE BK FE BK
fryf — 1.2 1.3 — | 1.2 1.3

Bruchspannung min || 1271 | 1362 1294 || 487 | 447 455
F/(Nl,) max || 1883 | 1823 1854 || 649 | 627 637
bzw. MW || 1573 | 1617 1569 || 572 | 548 545
F/(NAy) SA 143 | 121 117 39 35 34
min || 1.20 | 1.55 1.15 || 0.30 | 0.05 0.05
max || 4.90 | 4.65 4.20 || 2.10 | 2.15 2.10
MW || 293 | 3.03 2.79 || 1.06 | 0.81 0.73
SA 0.78 | 0.72 0.65 || 0.45 | 0.40 0.36

Schiadigung [%)]
100N, /(N M)

Es zeigt sich aber dabei, dafy die Streuungen der Biindelkettenmodellrechnungen deutlich
geringer sind als die der FE-Modellrechnungen, was in der graphischen Darstellung durch den
steileren Verlauf der Verteilungen zum Ausdruck kommt. Dies gilt sowohl fiir den héheren
Lastkonzentrationsfaktor wie fiir den niedrigeren und gleichermafen bei den Bruchspannungen
wie den Bruchschédigungen.

Verwendet man die ermittelten Lastfaktoren fiir die néchstfeiner elementierte und dokumen-
tierte Probengrofie von IV x M=40x200 Elementen, liegen die Verteilungen der FE-Rechnungen
zwar immer noch zwischen den Verteilungen, die mit dem Biindelkettenmodell mit den beiden
Lastkonzentrationsfaktoren erzielt werden (nicht dargestellt), aber die Fehler in den Streuun-
gen bleiben beim Biindelkettenmodell bestehen und die Form der resultierenden Verteilungen
weist beim feiner elementierten Biindelkettenmodell noch gréfsere Unterschiede auf, also stei-
leres Mittelfeld und ausgepragtere Schwénze beim Biindelkettenmodell.

Ubertragt man schliefllich auch noch die gleichen lokalen Rifispitzeniiberh6hungsfaktoren auf
Modellproben einer anderen Grundverteilung, wird deutlich, daft dieser Parameter nicht iiber-
tragbar ist. In den Abbildungen 10.75 und 10.76 sind auf der linken Seite die mit dem FE-
Modell berechneten Verteilungen der Proben G20v1 einer schmalen Grundverteilung (a=400,
(=5) dargestellt (griine Punkte) und die mit dem Biindelkettenmodell erzielten Verteilungen
bei Rifsspitzenlastfaktoren 1.2 und 1.3. Wie zu erkennen ist, liegt die Verteilung der FE-
Modellproben nun nicht mehr zwischen den Verteilungen des Biindelkettenmodells, sondern
deutlich daneben. Aufserdem sind die Streuungen bei den Biindelkettenproben wieder deutlich
geringer, als bei den FE-Rechnungen (siehe auch Tabelle 7.1).



Kapitel 8

Vergleich von FE-Modell und
Experimenten

Modellrechnungen mit dem Biindelkettenmodell kénnen wegen der Rechengeschwindigkeit
und Speichersparsamkeit des Modells direkt mit der benétigten Anzahl von Faserfestigkeiten
durchgefiihrt werden und bediirfen daher keiner Probengrofenskalierungen. Vergleiche zwi-
schen Modellergebnissen des Biindelkettenmodells und experimentell ermittelten Bruchspan-
nungsmittelwerten, deren Streuungen und Mikroriftdichten finden sich bereits bei Wiesand-
Valk in [83]|. Zusammenfassend lassen sich diese Vergleiche dadurch charakterisieren, dafs
einfache Grundverteilungsvorschriften, wie sie in der vorliegenden Arbeit verwendet werden,
im allgemeinen nicht ausreichen, um die Ergebnisse fiir das Biindelkettenmodell mit den ex-
perimentell gewonnenen in Ubereinstimmung zu bringen. Daneben lassen sich negative Pro-
bengrokeneffekte nur durch Verwendung einer local-load-sharing-Regel erzielen, was in Uber-
einstimmung mit den in Kapitel 5.3.2 dieser Arbeit gemachten Feststellungen steht.

In diesem Kapitel werden Modellierungsergebnisse der FE-Rechnungen mit experimentellen
Beobachtungen verglichen. Wegen der grofsen, relativ regelméfigen Kornstruktur eignet sich
der im Blockgufs hergestellte Werkstoff ,,v-TiAl“ | fiir den die experimentellen Beobachtungen
in Kapitel 2.1 zusammengefaftt sind, besonders gut fiir den Vergleich mit den FE-Modellen,
da die Skalenunterschiede dabei wesentlich geringer sind, als bei den anderen, in Kapitel 2.2
gezeigten, Titanaluminiden. Experimentelle Untersuchungen zum Probengréfseneinflufs sind
fiir diesen Werkstoff allerdings nicht verfligbar.

8.1 Bruchspannungen

Wegen der in Kapitel 6.3.4 festgestellten Abhéngigkeit berechneter Bruchspannungen von
der Elementierungsfeinheit des Netzes ist ein Vergleich der Bruchspannungen aus den Finite-
Elemente-Rechnungen fiir Modellproben mit den im Experiment gemessenen nicht unmit-
telbar moglich, da die Modellproben nicht mit der Elementgréfe elementiert wurden, die
aufgrund der Korngrofe des Probenmaterials zu einem Vergleich erforderlich wire. Um den-
noch Vergleichbarkeit zu erreichen, soll die weakest-link-Skalierung verwendet werden, um die
Bruchspannungsverteilung der Modellproben so zu skalieren, wie sie mit einer der Korngrofse
der realen Proben entsprechenden Elementierung erzielt wiirde.

Geht man bei dem Werkstoff aus Kapitel 2.1 von einer durchschnittlichen Korngréfse von
20 pm x 20 pm aus, miifsten zur FE-Diskretisierung (siehe Kapitel 6.3.1) einer taillierten Probe
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(Abbildung 2.1) 100x500 Elemente, d.h. 50000 Elemente, verwendet werden. Werden die in
Abbildung 10.56 gezeigten Bruchspannungsverteilungen der Proben S20v1 und S20v2 aus
Tabelle 6.5 mittels der weakest-link-Vorschrift Gl. (4.25),

1 — Pasya000 = (1 — Paoo0)® < Psoooo = 1 — (1 — Pagoo)?”, (8.1)

von den zur Simulation verwendeten 2 000 auf die zur Modellierung des Probenmaterials not-
wendigen 50 000 Elemente skaliert, lassen sich diese Verteilungen mit den gemessenen Bruch-
spannungen der experimentell untersuchten taillierten Mikroflachzugproben vergleichen.

Abbildung 10.77, auf Seite 177, zeigt die Bruchspannungsverteilung, die sich aus den 7 Bruch-
spannungswerten aus Tabelle 2.2 ergibt, als dicke rote Punkte. Daneben sind die Bruchspan-
nungsverteilungen der je 100 FE-Modellproben S20v1 und S20v2 und deren auf die Probengro-
fse 100x500 Elemente hochskalierten Bruchspannungsverteilungen gezeigt. Dabei wird deut-
lich, dafs die Verteilung der Proben mit breiterer Streuung der Versagensgrenzwerte, (=10, zu
hohe Bruchspannungswerte im Vergleich zu den an den realen Proben gemessenen Werten lie-
fert. Bei den Modellproben, deren Versagenswerte mit der schmaleren Grundverteilung, (=5,
erzeugt wurden, liegen die berechneten Werte iiber, die durch Skalierung gefundenen hingegen
unter den gemessenen Bruchspannungen. Angesichts des kleinen experimentellen Datensat-
zes erscheint die Ubereinstimmung jedoch als ausreichend, fiir die richtige Grundverteilung
anzunehmen, daf ¢ nahe bei 5 liegt.

Es kann also festgestellt werden, daf mit dem verwendeten FE-Modell, d. h. bruchfdhige Kon-
tinuumselemente mit ,,1-GP-Kriterium®“ (siehe Fufinote auf Seite 103) fir das Versagen, ei-
ne Grundverteilungsbreite ( &= 5 bei einer unteren Versagensgrenze der Elementfestigkeiten
a=400 MPa zur Wiedergabe der experimentellen Ergebnisse realistisch erscheint. Wiirde statt
des 1-GP-Kriteriums ein Elementversagenskriterium verwendet werden, welches zu héheren
Bruchspannungen fiihrt, wie z. B. das ,GP-MW-Kriterium®, wére ein etwas geringerer Wert
fiir die Breite der Grundverteilung zur Reproduktion der experimentell ermittelten Proben-
bruchspannungen zu wihlen. Zum Vergleich dazu sei hier bemerkt, daff Wiesand-Valk in [83]
bei gleicher Generierungsvorschrift fiir die Faserfestigkeiten mit einem modifizierten Biindel-
kettenmodell, bei dem die Verjiingung der Probengeometrie durch eine variable Anzahl von
Biindelstdben und die Lastumverteilung nach dem Versagen einer Faser durch Lastgleichver-
teilung (equal load sharing) beriicksichtigt werden, als beste Anpassung der Probenbruchspan-
nung an die selben experimentell ermittelten Bruchspannungen den Wert (=2 angibt (auch
a=400 MPa und p=2 bzw. d=0.5).

8.2 Schadigungen

In Tabelle 2.1, in Kapitel 2.1.4, wurden Rifsdichten, die an taillierten Probenhalften nach
dem Bruch gemessen wurden, in mm/mm? angegeben. Um aus diesen Werten Grofen zu be-
stimmen, die mit Ergebnissen des FE-Modells vergleichbar sind, wird wiederum eine mittlere
Korngréfe von 20 pm x 20 pm beim Probenmaterial angenommen. Bei dieser Grofse besteht
1 mm? des Werkstoffs aus 50 Kornschichten, deren Grenzen eine Linge von jeweils 1mm
senkrecht zur Belastungsrichtung besitzen, so daf im Flichenbereich von 1mm?
male Gesamtriflinge von 50 mm mdoglich wiire. Eine gemessene Rifdichte von 1.65 mm/mm?
entspricht also einer Schiadigung von 100 - 1.65/50=3.3%. Verwendet man diese Umrechnung
der Mikroriftdichten in Schidigungsanteile, ergeben sich Schédigungen im Abstand von der
Bruchkante, deren graphische Darstellung denen der Abbildungen 10.1 und 10.2, auf Seite
136, entsprechen, wenn man verdoppelte Werte auf der Ordinatenachse mit ,,Mikrorikanteil
[%]“ bezeichnet.

eine maxi-
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Die gemessenen Schidigungen sollen nun mit den Schidigungen der Modellprobenserie S20v1
verglichen werden, da diese Serie die beste Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergeb-
nissen bei der Bruchspannungsverteilung gezeigt hat. Hierzu werden zunéchst die Absténde
der Schwerpunkte der gemessenen und berechneten Schédigungen von der Bruchkante, d.h.
der taillierten Probenmitte, bestimmt und miteinander verglichen. Weiterhin werden die Sché-
digungsanteile selbst als Funktion des Abstandes miteinander verglichen.

Die Abstdnde von der Bruchkante des Schwerpunkts der Rifsdichte sind fiir die Modellproben
bereits in Kapitel 6.3.5 iiber Gl. (6.8) definiert und in Abbildung 10.64 als ,mittlere Abstéan-
de“ fiir jede einzelne Probe dargestellt worden. Der mittlere Abstand des Schwerpunkts der
Rifsdichte fiir die Modellprobenserie S20v1 ergibt sich durch Mittelung der einzelnen Schwer-
punktabstéinde jeder der 100 Proben zu etwa 1.1 mm. Die Standardabweichung der Streuung
der einzelnen Schwerpunktabstidnde um diesen Mittelwert betragt 0.65 mm, ist also ziemlich
grofs.

Der mittlere Abstand des Schwerpunkts der Rifdichte fiir die Probenserie S20v1 ist zusam-
men mit den mittleren Absténden fiir die gréferen Proben mit gleicher Grundverteilung,
S30v1 und S40v1, in Abhéngigkeit von der logarithmischen Probengréfse in Abbildung 10.78
als Fehlerbalkengraphik auftragen. Es zeigt sich dabei, daf sich die Streuung fiir die einzel-
nen Probengrofsen praktisch nicht dndert, wahrend sich die 3 errechneten Mittelwerte in der
logarithmischen Darstellung recht gut durch eine Gerade verbinden lassen. Verldngert man
diese Gerade bis zu der Grofse, mit der die realen Proben modelliert werden miiftten, also
log(100x500), erhélt man einen mittleren Abstand fiir den Schwerpunkt der Rifdichte, der
die Modellergebnisse auf die reale Probengrofse skaliert. Dieser durch Extrapolation gewonne-
ne mittlere Schwerpunkabstand betrigt etwa 0.8 mm.

Der mittlere Abstand des Schwerpunkts der gemessenen Riffdichten aus Tabelle 2.1 wird auf
zwei Arten ermittelt. Zum einen wird dieser Abstand mit den diskret gemessenen Werten
bestimmt, zum anderen iiber die Mittelwertfunktion dieser Werte.

Die Gesamtrifslinge im Abstand y von der Bruchkante betrédgt wegen der variablen Proben-
breite a(y)B(y) mm in einem 1 mm breiten Streifen, wenn a(y) die Rifdichte und B(y) die
Probenbreite im Abstand y sind. Der Schwerpunktabstand aller Risse berechnet sich damit
fiir die diskret ermittelten Mikrorisse durch

j= =WBWy
> a(y)B(y)

und bei Verwendung der Mittelwertfunktion, die in Abbildung 10.2 als dicke schwarze Limie
dargestellt ist, durch

__ Jaly)B(y)ydy
Y= Taw)B@)dy 8.3)

(8.2)

Die Funktion a(y) ist in diesem Fall die abschnittsweise lineare Funktion, die durch die mit
dicken Punkten in Abbildung 10.2 dargestellten Mittelwerte bestimmt ist. Der Unterschied der
Ergebnisse dieser beiden Berechnungen ist gering; er betrégt bei der ersten Berechnungsweise
0.74 und bei der zweiten 0.73 mm.

In Abbildung 10.79 sind die Schwerpunktabsténde der gemessenen und der sich aus den Mo-
dellproben ergebenden Mikrorisse von der Bruchkante als senkrechte Linien dargestellt. Wie
sich zeigt, ist dieser Abstand fiir die Modellproben zwar etwas grofer als der gemessene,
dennoch ist die Ubereinstimmung der beiden Werte iiberraschend gut.
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Um eine detailliertere Darstellung der Schadigungen der Modellproben im Vergleich zu den
den gemessenen Mikrorifsdichten entsprechenden Schadigungen zu erhalten, wurden die bei
Kraftmaximum zerstorten Elemente der Modellrechnungen beriicksichtigt. Fiir jedes zerstorte
Element wurde die Elementfliche und der Betrag des Abstands des Elementmittelpunkts von
der taillierten Probenmitte bestimmt. Aufserdem wurde die Modellprobenfliche jeder Ele-
mentschicht bestimmt. Fiir die 100 Proben der Serie S20v1 wurde mit diesen Werten der
prozentuale Schidigungsanteil fiir jede Elementschicht dadurch bestimmt, daff die Summe
der gebrochenen Elementflichen jeder Schicht durch die (doppelte) Fliche der Gesamtschicht
dividiert wurde. (Doppelt wegen des Betrags, womit 200 Probenhélften reprisentiert wer-
den.) Diese Schidigungsanteile wurden als Wertetabelle zusammen mit den Absténden dieser
Schichten ausgegeben und in Abbildung 10.80 geplottet. Nach dem gleichen Verfahren wurden
die Schidigungsanteile der 100 Proben mit néchstfeiner Elementierung, S30v1, in der gleichen
Abbildung dargestellt.

In der Tendenz zeigen beide Modellprobenensembles einen auf konstantem Niveau streuenden
Mikrorifanteil bis zu einem Abstand von 0.75mm. Dann nimmt der Anteil der Mikrorisse
kontinuierlich ab, bis er bei einem Abstand von etwa 3 mm praktisch null erreicht hat. Die
Schwankungen der feiner elementierten Proben sind dabei deutlich geringer als die der grober
elementierten Proben. Eine Skalierung analog der fiir den Schwerpunktabstand wurde hierbei
nicht vorgenommen, aber es ist leicht zu erkennen, dafs diese Mikroriffanteile zwischen null
und der roten Kurve lagen, wobei sich die Schwankungen bei punktweiser Skalierung deutlich
vergrofern wiirden.

Betrachtet man den Verlauf der Mittelwertfunktion der Experimente, ist der Verlauf recht
dhnlich: Im Bereich bis 0.7 mm zeigt sich trotz grofer Schwankungen der Mikrorifsdichten der
einzelnen Probenhélften ein anndhernd konstanter Verlauf, der dann kontinuierlich auf null
abfallt.

Die Kurve der Mittelwerte der gemessenen Rifsdichten liegt allerdings deutlich iiber denen der
Modellproben und erreicht auch etwas friither, bei ca 2.3 mm, den Wert null. Beriicksichtigt
man jedoch die groffen Schwankungen der gemessenen Mikrorifsdichten von Probe zu Pro-
be und dariiberhinaus die Tatsache, dafs der Mittelwert dieser Dichten aus den Werten von
nur 4 Probenhilften gewonnen wird, wohingegen die simulatorisch erzielten Mittelwerte fiir
Ensembles von 200 Modellprobenhélften berechnet wurden, so erscheinen diese Unterschiede
statistisch moglich.

Weiterhin auffallend bei den Mikrorifsdichten der beiden unterschiedlich fein elementierten
Modellprobenserien ist, dafs sich die Mikrorifsdichten mit zunehmender Elementierungsver-
feinerung gegen eine untere, glattere Hiillkurve zuzubewegen scheinen, anstatt in ihrem Ge-
samtniveau abzufallen. Bei den feiner elementierten Modellproben wird dabei, bedingt durch
die hohere Elementanzahl in einem 1-Element-hohen Streifen (0.067 mm) tiber die Proben-
breite, eine grofsere Datenmenge zur Mittelung herangezogen. Die dadurch glattere Kurve
der Mittelungen sinkt dabei offensichtlich infolge des Grofeneffekts gerade soweit ab, daf sie
asymptotisch gegen diese untere Hiillkurve tendiert. Bei den gemessenen Rifsdichten wurden
die Rifldichten an ca. 0.06 mm breiten Streifen gemessen, ohne dabei die Anzahl der beteiligten
Korner zu beriicksichtigen, die aufgrund der Schwankung der Korngrofsen sehr unterschied-
lich ausfallen kann. Dieser Einfluff konnte ein Grund fiir die starke Streuung der gemessenen
Werte sein. Bemerkenswert ist jedenfalls, daf sich die untere Hiillkurve der an den 4 Proben-
hélften gemessenen Werte auf dem selben Niveau befindet, das auch die untere Hiillkurve der
Simulation zeigt.

In jedem Fall wird der Trend der Messungen in Abhéngigkeit vom Abstand von der Bruchkante
durch die Berechnungen gut wiedergegeben.
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Bewertung und Ausblick

Ausgehend von einem lokalen Ansatz, bei dem das Gefiige eines quasi-sproden Werkstoffs
durch Elemente von der Grofse der das makroskopische Materialverhalten bestimmenden Kor-
ner diskretisiert wird, wurde das makroskopische Verhalten einachsig bis zum Bruch belasteter
Flachzugproben simuliert. Hierbei wurden die Fluktuationen der Korneigenschaften, d. h. ihrer
Grofse, Orientierung und mechanischen Eigenschaften, in idealisierender Weise durch eine sta-
tistische Verteilung ihrer Versagensnormalspannungen beschrieben und die einzelnen Koérner
als in sich isotrope homogene kleinste Materialeinheiten angesehen. Zur Simulation wurden
verschiedene ebene Modelle verwendet, die alle lokal elastisch—ideal-sprodes Materialverhalten
simulieren, sich aber in Hinsicht auf die Umverteilung der bei Elementbruch freiwerdenden
Energie unterscheiden. Der Hauptunterschied der Modelle besteht physikalisch in den ki-
nematischen Annahmen, mit denen die Gleichgewichtszustdnde berechnet werden. Bei den
Fasermodellen ist die Kinematik durch ebenbleibende Querschnitte bestimmt, wodurch die
Bestimmungsgleichungen bei der ELS-Regel nur einachsige Spannungs-Dehnungsbeziehungen
erfiillen miissen. Bei der LLS-Regel werden schliefllich die Spannungen der Einzelfasern ohne
direkte Dehnungsrelation nach phéanomenologisch gewahlten Kriterien aus den Biindelspan-
nungen berechnet. Die Kinematik der FE-Modelle hingegen basiert auf der deformierbarer
Korper, wobei fiir jeden Materiepunkt (bei dem hier verwendeten ebenen Modell) zweiach-
sige Spannungs-Dehnungsbeziehungen zu erfiillen sind. Mathematisch unterscheiden sich die
Modelle dadurch, daf die Fasermodelle aufgrund der formalen Regelung, mit der die lokale
Lastverteilung bestimmt wird, ohne die Losung gekoppelter Gleichungssysteme auskommen
und dadurch eine numerische Losung bedeutend schneller erreicht wird, wihrend die FE-
Modelle aufgrund der Mehrachsigkeit der Spannungs-Dehnungsbezichungen zu gekoppelten
Gleichungssystemen fiir alle Freiheitsgrade der Probe fiihren, und dadurch mit einem ver-
gleichsweise hohen Rechenaufwand verbunden sind. Ein Teil der vorliegenden Arbeit besteht
in der Darstellung dieser Modelle und der angewendeten Verfahren zur numerischen Berech-
nung der Probenantworten.

Untersucht wurden die makroskopischen Probenantworten in Abhéngigkeit von verschiede-
nen Grundverteilungen fiir die Korngrenzfestigkeiten, wobei sich die Grundverteilungen in
erster Linie durch ihre Verteilungsbreiten unterschieden. Bei den makroskopischen Proben-
antworten, also den Bruchspannungen und -schiddigungen, wurde vornehmlich das kollektive
Verhalten von nominell gleichen Modellproben betrachtet, also die kumulative Verteilung
dieser Werte und deren Streuungen. An taillierten Proben wurde aufferdem die rdumliche
Verteilung der Schidigung bei Probenbruch untersucht. Der Probenbruch wurde dabei als der
Zeitpunkt definiert, in dem eine Probe ihre maximale Belastung erreicht hat. Das individuelle
Verhalten einzelner Proben wurde untersucht, wenn ungeklérte die Einzelproben betreffen-
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de Sachverhalte dies erforderten. Dies betraf einerseits die Programmsteuerung oder andere
implementatorische Details und andererseits den Vergleich zwischen dem Verhalten einzel-
ner Proben, die nacheinander mit verschiedenen Modellannahmen berechnet worden waren.
Dabei erwies sich das Individualverhalten einzelner Proben als teilweise chaotisch, d.h. bei
nur geringen Anderungen von Modellparametern, wie beispielsweise der Separationssteifigkeit,
1, des FE-Kohésivmodells oder des Rifspitzen-Lastkonzentrationsfaktors, fry, des Biindel-
kettenmodells konnen die makroskopischen Probenantworten einer im tibrigen unverénderten
Probe stark voneinander abweichen, wihrend die kollektiven Antworten von Probenensembles
weit weniger von solchen Anderungen betroffen sind.

Innerhalb der Systematik der Untersuchungen wurden neben der Breite der Grundverteilun-
gen auch die Systemgrofse und bei den taillierten Proben die Geometrie, charakterisiert durch
das Verhaltnis von breitester zu schmalster Stelle der Probe, k, variiert. Bei den Fasermodellen
wurden die Biindelbreiten einfacher Biindel und die Lange von Biindelketten variiert und die
Verteilung der Modellantworten in Abhéngigkeit von diesen Parametern untersucht. Zudem
wurden fiir die Biindelkettenmodelle die Auswirkungen einer ,lokalen Lastverteilungsregel“ auf
das Probenverhalten analysiert. Bei den FE-Modellen wurden zwei verschiedene Versagensan-
sitze benutzt und deren Auswirkungen auf die Probenantworten untersucht. Die Ergebnisse
der verschiedenen Modelle wurden untereinander verglichen. Schlieflich wurde ein Vergleich
taillierter Modellproben mit experimentell beobachteten Vergleichswerten durchgefiihrt.

Das Ziel dieser Arbeit war die Bewertung einfacher statistischer Verfahren zur Bestimmung der
makroskopischen Probenantworten bei einachsiger Zugbelastung unter Verwendung eines sta-
tistischen lokalen Ansatzes fiir die Gefiigeeigenschaften. Ein Kriterium fiir die Bewertung der
Verfahren ist die Ubereinstimmung mit experimentell ermittelbaren Probenantworten. Mek-
bare individuelle Probenantworten sind die Probenbruchspannung und die Anzahl, Gréfe und
lokale Verteilung der Mikrorisse. Die kollektiven Antworten sind durch die statistischen Ver-
teilungen dieser Grofsen fiir ein Ensemble nominell gleicher Proben bestimmt. Hierzu zéhlen in
erster Linie der Mittelwert und die Streuung der Bruchspannung und der Anzahl der Mikro-
risse. Eine weitere experimentell zugéngliche Grofe ist die Verdnderung der Probenantworten
bei Anderung der Probenabmessungen unter Beibehaltung der geometrischen Proportionen
und ausschlieklicher Verdinderung der Probengrofe, also der Probengrofieneffekt.

Wie sich aus den in dieser Arbeit vorgestellten Untersuchungen ergibt, haben beide Berech-
nungsmodelle, das Biindelkettenmodell wie das FE-Modell, Vor- und Nachteile. Ein Vorteil der
Fasermodelle besteht in ihrer hohen Rechengeschwindigkeit, und der Moglichkeit besonders
feiner Elementierung. Ein Nachteil besteht darin, daf die mikromechanische Lastumverteilung
nach lokalem Versagen explizit mittels einer Regel vorgegeben werden mufs. Ob sich eine Regel
finden lafst, die das mikromechanische Verhalten hinreichend gut beschreibt, konnte in dieser
Arbeit nicht abschlieffend beantwortet werden, zumindest muft eine solche aber ein lokales
Lastverteilungskriterium besitzen. Es zeigte sich aber, daf sich im Rahmen des klassischen
Biindelkettenmodells, bei dem sich die local load sharing-Regel auf Lastverteilungsvorschriften
innerhalb einer Faserschicht beschriankt, eine Regel finden 14#t, die das kollektive Verhalten
von Bruchspannung und -schidigung in annihernder Ubereinstimmung mit FE-Ergebnissen
bei gleicher Grundverteilung der lokalen Bruchfestigkeiten wiedergibt. Eine so gefundene Last-
verteilungsregel ist jedoch nicht universell, d. h. nicht {ibertragbar auf Werkstoffe mit anderer
Grundverteilung der lokalen Bruchfestigkeiten.

Eine genauere Untersuchung der Fasermodelle ergab auferdem, dafs die Verwendung asym-
ptotischer Losungen fiir die Biindelantworten bei begrenzten Biindelgrofen zu nicht vernach-
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lassigharen Abweichungen bei den Bruchspannungen, ihren Streuungen und den Bruchsché-
digungen fiithrt. Die Streuungen der Bruchschadigungen werden durch sie nicht beschrieben.
Was die Skalierungseigenschaften des Biindelkettenmodells angeht, lassen sich die Biindel-
kettenergebnisse mittels einer weakest-link-Vorschrift in Bezug auf die Kettenlédnge skalieren,
wenn als Bezugsgrofe Biindelketten verwendet werden, die eine gewisse Mindestléange aufwei-
sen. Eine weakest-link-Skalierung beziiglich der Gesamtzahl der Fasern beschreibt jedoch das
statistische Verhalten dieses Modells nicht richtig.

Eine FE-Modellierung des Probenverhaltens ist vor allem mit zwei Problemen verkniipft. Das
eine besteht in dem groften Rechenaufwand zur Bestimmung der Probenantwort, das zweite
in der Beschrankung der Systemgrofe, die wiederum nach Implementierung eines iterativen
Gleichungslosers ohne Matrixinvertierung in erster Linie durch die Rechenzeiten bestimmt
ist und erst in zweiter Linie durch den erforderlichen Speicherplatz. Der wichtigste Vorteil
der FE-Modellierung besteht in der Beriicksichtigung einer mechanisch bestimmten Lastum-
lagerung bei Elementversagen.

Eine Modellierung des lokalen Versagens mittels Kohésivelementen fiihrt dabei, unabhéngig
von der Art der Kohésivelemente, zu einer ungefihren Verdoppelung der Freiheitsgrade, was
in Anbetracht der ohnehin kritischen Rechenzeit nicht fiir diese Art der Versagensmodellie-
rung im Zusammenhang mit lokalen Ansédtzen spricht. Dariiberhinaus zeigte sich, dafs die
Kohiasivenergie weitere Modellparameter enthélt, die zusétzlich zur lokalen Verteilung der
Versagensgrenzwerte iterativ aus einem Vergleich mit den experimentell bestimmten makro-
skopischen kollektiven Probenverhalten zu bestimmen sind.

Die Modellierung des Versagens durch Integration in die Kontinuumselemente bietet dar-
iiberhinaus die Mdoglichkeit, auf einfache Art Rifablenkung und -verzweigung zu modellieren.
Nichtkonstante Spannungsverldufe innerhalb von Elementen fithren dabei zur Frage nach ei-
nem geeigneten lokalen Versagenskriterium. Es zeigte sich, daf das Versagenskriterium beziig-
lich der mittleren Elementspannung (,,GP-MW-Kriterium®) makroskopische Probenantworten
liefert, die recht gut mit der in dieser Arbeit verwendeten knotenorientierten Kohésivmodel-
lierung zu vergleichen sind, und somit auch am besten dazu geeignet ist, die Ergebnisse des
Biindelkettenmodells mit Ergebnissen des FE-Modells zu vergleichen. Wegen der damit ver-
bundenen langeren Rechenzeit und der prinzipiell willkiirlichen Wahl des Kriteriums wurde im
Rahmen dieser Arbeit aber mehrheitlich ein Elementversagenskriterium verwendet, bei dem
ein Element bereits dann bricht, wenn an einem Integrationspunkt die Elementgrenzspannung
erreicht wurde (,,1-GP-Kriterium®). Die erzielten makroskopischen Probenantworten werden
dabei insgesamt kleiner, als beim ,GP-MW-Kriterium®: sowohl die individuellen als auch die
kollektiven Probenantworten, Bruchspannungen und -schadigungen, fallen kleiner aus und die
Streuungen dieser Werte werden geringer, wobei die Streuungen umso weniger von denen des
,GP-MW-Kriteriums“ abweichen, je breiter die Grundverteilung fiir die Elementfestigkeiten
gewdhlt wurden.

Bei der Untersuchung verschiedener Elementierungsverfeinerungen zeigte sich, dafs die Vertei-
lungen der Ensembleantworten, anders als beim Biindelkettenmodell, mittels einer weakest-
link-Vorschrift in guter Ndherung beziiglich der Gesamtzahl der Elemente skalierbar sind.
Dieses Skalenverhalten zeigte sich unabhéngig von Probengeometrie und lokalem Versagens-
kriterium. Allerdings ist diese Skalierungsvorschrift erst ab einer bestimmten Systemgrofse
giiltig, die im Fall taillierter Proben oberhalb von 10x50 Elementen erreicht wurde. Eine Ska-
lierungsvorschrift, die sich direkt auf die Grundverteilung zuriickfiihren 1at, ist damit nicht
verbunden. Eine Naherungslosung fiir das Kollektivverhalten von FE-Modellproben, welches
durch eine analytische Transformation direkt aus der Grundverteilung der Elementfestigkei-
ten ableitbar ist, ist weiterhin unbekannt. Die weakest-link-Skalierung konnte aber fiir die
Abschétzung des kollektiven Verhaltens von taillierten FE-Modellproben beim Vergleich mit
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experimentell beobachteten Probenantworten verwendet werden, fiir deren modellhafte Simu-
lation eine hohere Anzahl von Elementen erforderlich ist, als serienméfig mit vertretbarem
Aufwand berechnet werden konnten.

Experimentell beobachtete Grofeneffekte stellen sich beim FE-Modell tendenziell richtig ein,
d. h. bei feinerer Elementierung, dquivalent zu gréferen Proben, werden die Bruchspannungen
und deren Streuungen kleiner. Dies zeigt, dafs sich durch Einbeziehung realistischerer Span-
nungsverteilungen um entstandene Mikrorisse auch das makroskopische Modellverhalten dem
wirklichen Verhalten annéhert. Im Modell zeigte sich ein &hnlicher Grofeneffekt auch bei den
Bruchschédigungen, also geringere mittlere Rifidichte und kleinere Streuung bei groferen Pro-
ben. Experimentelle Untersuchungen dazu liegen aber nicht vor, so dals hierfiir ein Vergleich
zwischen Modell und Realitdt nicht moglich war.

Der Vergleich der Bruchspannungsverteilung taillierter Proben aus 7-TiAl mit der Bruchspan-
nungsverteilung taillierter FE-Modellproben mit unterschiedlichen Grundverteilungsbreiten
zeigte gute Ubereinstimmung bei einer Grundverteilung, mit der die lokalen Elementbruch-
spannungen aus dem Bereich von 400 MPa bis 2400 MPa generiert wurden. Ein Vergleich von
gemessener Mikrorifdichte in diskreten Abstdnden von der Bruchkante derselben taillierten
Proben und den mit dem FE-Modell fiir diese Grundverteilung bestimmten Rifsanteilen, sowie
der zugehdrigen mittleren Rifischwerpunktabstinde zeigte ebenfalls gute Ubereinstimmung
von Experiment und Modell. Daraus lassen sich zwei wichtige Schlussfolgerungen ziehen:

1. Mit den vereinfachten Ansédtzen, d.h. durch eine einfache Grundverteilung fiir die loka-
len Festigkeiten und einfachen Modellannahmen, lassen sich die gemessenen kollektiven
Probenantworten durch ein Modell bereits gut wiedergeben.

2. Die Grundverteilung der lokalen Festigkeiten ist im Vergleich zur Verteilung der ma-
kroskopischen Festigkeiten sehr breit: wahrend die makroskopischen Bruchspannungen
etwa um 200 MPa schwanken, ergab sich fiir die Grundfestigkeitsverteilung eine Schwan-
kungsbreite von etwa 2000 MPa, also ein um eine Gréfsenordnung hoherer Wert mit dem
die makroskopischen Probenantworten richtig wiedergegeben werden konnten.

Offen blieb in dieser Arbeit die Frage nach einem lokalen Versagenskriterium, mit dem das
plotzliche Durchbrechen der Proben wiedergegeben werden kann. Bei beiden Ansétzen der
FE-Modellierung zeigten sich sogenannte post-peak-Spannungen, also Probenspannungen, die
nach Uberschreiten der Probenmaximallast nicht auf null zuriickfielen. Mit diesen Spannun-
gen ist auch ein jenseits der Maximallast auftretendes Delaminierungsverhalten verkniipft,
das sowohl beim Kohéasivmodell als auch beim Modell mit versagenden Kontinuumselementen
beobachtet wurde. Bei dieser Verformung werden die Elemente der Modellprobe hauptséch-
lich schubverformt. Ein makroskopisch orientiertes Normalspannungskriterium zur Beschrei-
bung des mikroskopischen Versagens, wie es in dieser Arbeit zugrundegelegt wurde, ist dabei
sicher ein Grund fiir dieses im Experiment nicht beobachtete Verhalten. In einer Weiterfiih-
rung der Arbeiten wire es daher sinnvoll, zunéchst ein Versagenskriterium einzufiihren, bei
dem die Hauptspannungskomponenten fiir das Versagen mafigeblich sind, und danach weite-
re Modifikationen des Versagenskriteriums zu untersuchen mit dem Ziel, das unphysikalische
post-peak-Verhalten zu unterdriicken.

Um zu einer local-load-sharing-Regel fiir das Biindelkettenmodell zu gelangen, mit der sich
mikromechanisch begriindete richtige Lastverteilung einstellen kann, miissen schichtiibergrei-
fende Anteile bei der Lastumverteilung nach dem Versagen eines Elements beriicksichtigt
werden, wofiir die bisher in der Literatur behandelten LLS-Regeln, die Lasten nur innerhalb
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von Schichten umverteilen, nicht geeignet sind und ein vollig neuer Ansatz notwendig wird,
der sich von der Motivation, analytisch ermittelbare asymptotische Losungen zu finden, ab-
wendet und stattdessen an den Moglichkeiten computergestiitzter Simulation orientiert. Die
Spannungsverteilung in der Umgebung von gebrochenen Elementen beim FE-Modell liefert
dazu erste Anhaltspunkte (vgl. z. B. den Farbverlauf in Abbildung 10.67, Inkrement 35, um
das obere mittig gebrochene Element). Der Verlauf des Spannungsfelds in der Umgebung von
Rissen in homogenen Werkstoffen wire ein weiterer Ansatz, um zu einer Abschétzung fiir
eine mechanisch begriindete schichtiibergreifende Lastverteilungsregel zu gelangen. Selbst bei
komplizierten Regeln wére dabei zu erwarten, dafl ein statistisches Versagensmodell gewon-
nen wiirde, welches — wenn auch langsamer als das bisherige Biindelkettenmodell — deutlich
schneller numerisch zu behandeln ist als das FE-Modell und damit der wichtigsten Forderung
fiir ein statistisch anwendbares Modell Rechnung tragt.

Einer der Hauptgriinde fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Untersuchungen, ein FE-Modell
mit Flachenelementen zu verwenden, bestand darin, das Modell so zu formulieren, dafs es
im Prinzip auf elastisch—plastisch—sprodes Elementverhalten erweitert werden konnte. Fiir
das hier implementierte Elementverhalten hétte eines der in der Literatur viel verwendeten
Balkengittermodelle ausgereicht. Dies hétte aber aufer der etwas einfacheren Implementier-
barkeit keine Vorteile gebracht, da sich die Anzahl der Freiheitsgrade und die Notwendigkeit
zur Losung gekoppelter Gleichungssysteme nicht geéndert hétte. Da jedoch nicht ersichtlich
ist, wie man in einem Balkengittermodell eines der bekannten elastisch—plastischen Konti-
nua beschreiben kénnte, wurde dieser Weg nicht beschritten. Um das kollektive Bruch- und
Schidigungsverhalten von Titan-Aluminium zu beschreiben, erwies sich — wie in dieser Ar-
beit gezeigt — die Annahme elastisch—sproden Verhaltens in Verbindung mit einem lokalen
statistischen Bruchkriterium als ausreichend. Fiir die Behandlung duktiler Werkstoffe miifsten
elastisch—plastische Stoffgesetze eingefithrt werden, die ein inkrementelles Vorgehen nicht nur
bei lokalen Bruchvorgéingen, sondern wiahrend der gesamten Lastgeschichte erfordern wiirden.
Dafs hierdurch das Problem der grofsen Rechenzeiten erheblich verscharft wiirde, mufs nicht
weiter ausgefiihrt werden.

Schlieflich soll noch auf zwei weitere wichtige Aspekte zur Motivation von Simulationen, wie
sie in dieser Arbeit durchgefithrt wurden, hingewiesen werden. So ist zum einen die Herstel-
lung und experimentelle Untersuchung von Stichproben statistisch signifikanten Umfangs (ca.
100 Einzelproben pro Stichprobe) ausgesprochen aufwendig und es erscheint fast unmoglich,
reale Experimente an vielen verschiedenen Stichproben durchzufiihren, wie dies in Simulatio-
nen moglich ist — immerhin wurden in den Tabellen und Abbildungen dieser Arbeit etwa 2 000
Modellproben allein mit dem FE-Modell analysiert. Ein weiterer Aspekt aber ist die Moglich-
keit, durch Computerexperimente einen Vorgang zeitlich zu dehnen und damit im Detail zu
untersuchen, der in der Realitéit extrem schnell ablauft und deshalb selbst mit hochauflésen-
den Geréten in Verbindung mit Hochgeschwindigkeitskameras nicht zu erfassen ist. So mufs
sich die Beobachtung des Bruchvorgangs in sproden oder quasi-sproden Werkstoffen auf einen
Vergleich der Zustdnde vor und nach dem Bruchvorgang beschrinken. Simulationen jedoch
ermoglichen die Berechnung und damit das Festhalten von Zwischenzustéinden und tragen auf
diese Weise zu einem besseren Verstédndnis derartiger Bruchvorgénge bei. Diese Arbeit kann
hoffentlich einen kleinen Beitrag dazu leisten.






Kapitel 10

Farbige Abbildungen

(Seitenzahlen in Klammern bezeichnen die Seite, auf der die jeweilige Abbildung besprochen
wird)
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Abbildung 10.1: Riftdichten aus Tabelle 2.1, die an 4 taillierten Mikroflachzugprobenhélften
in unterschiedlichen Abstédnden von der Bruchkante gemessen wurden. (nach
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Abbildung 10.2: gemessene Rifkdichten an der Bruchkante gespiegelt; errechnete Mittelwer-
te fiir die einzelnen Abstdnde und Approximation der Punkte durch eine
GAuss-Verteilung als Beispiel fiir eine moglichen Ausgleichskurve.
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Abbildungen 10.3-10.6: Auflagerkraft iber Auflagerverlangerung von Mikroflachzugproben
verschiedener TiAl-Werkstoffe. (B=Probenbreite, D=Probendicke)

Abbildung 10.3: 4-TiAl (taill.: Byin=2mm,
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Abbildung 10.7: Zweiparametrige WEIBULL-Funktion nach Gl. (3.12) fiir p > 1 (S. 25)
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Abbildung 10.8: Zweiparametrige WEIBULL-Funktion nach Gl. (3.12) fiir p < 1 (S. 25)
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Abbildung 10.9: Das Bild zeigt, wie die linke obere Ecke, an der nur Kno-
tenfesseln in vertikaler Richtung ansetzen, durch den Bruch
des grauen Elements in Inkrement 76 vollig vom Rest des
Systems abgetrennt wird. (S. 55)
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Abbildung 10.10: Last-Schidigungskurve bei unterschiedlicher Ubertragung der generierten
Grenzfestigkeiten in die Kohésivelemente des FE-Modells. (S. 62)
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Abbildung 10.11: resultierende Haufigkeitsverteilung (oben) und kumulative Haufigkeit (un-
ten) der Grenzfestigkeiten an den Kohésivelementen fiir die Proben aus
Abbildung 10.10 (S. 62)
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Abbildung 10.12:

Schrittsteuerung am Beispiel der taillierten Modellprobe der Abbildungen 10.66 und 10.67.
Die bei der Erhhung der Randverschiebung auftretende zusétzliche Schédigung wirkt sich
erst nach Abschlufs eines Inkrements auf die Randlast aus.

Nach Erreichen des Kraftmaximums steigt die Schiadigung exponentiell an. (S. 69)
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Abbildung 10.14: Rifsvergroferung, wenn das Kraft-Separationsgesetz nach Elementbruch nur
langsam auf null reduziert wird. (Erklarung s. Abbildung 10.16) (S. 71)

D 10: a—c d-f

Abbildung 10.15: makroskopische Last-Verlangerungskurve des Testsystems und Positionen
der Abbildungen; links: fiir Abbildung 10.14 (oben), rechts fiir Abbildung
10.16 (néchste Seite). (S. 72)
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Abbildung 10.16:

Rifvergroferung der Testmodellprobe, wenn das Kraft-Separationsgesetz nach Elementbruch
schnell auf null reduziert wird. Die Punktgréffe der massiven Punkte an den Elementkno-
ten zeigt das Verhaltnis zwischen Zugkraft und Grenzzugkraft der Kohésivelemente. Offene
Punkte stellen gebrochene Kohésivelemente dar, bei denen das Separationsgesetz noch eine
Restfestigkeit besitzt; je kleiner der Punkt, desto kleiner die Restfestigkeit. Die Kontinuums-
elemente sind entsprechend der o,,-Spannung im Elementmittelpunkt eingeféirbt. (S. 71)
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Abbildung 10.17: Biindelspannungsverlauf iiber Faserspannungen der Modellproben mit ex-
tremaler Biindelbruchspannung. Der Zick-Zack-Verlauf entsteht durch den
Abfall der Biindelspannung nach Faserbruch bei gleichzeitigem Festhalten
der dufseren Verschiebung. (S. 76)
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Abbildung 10.18: Biindelbruchspannungen, op, vs. Faserspannungen bei Biindelbruch, ajc, flir
verschiedene Biindelgrofen (S. 76)
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Abbildung 10.19: kumulative Verteilungsfunktionen der Biindelbruchspannungen fiir verschie-
dene Biindelgréfsen nach der Theorie fiir grofe Biindel und berechnete Werte

(S. 76)
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Abbildung 10.20: kumulative Bruchspannungsverteilung (o) kleiner Biindel und deren Ex-
tremfall eines einfasrigen Biindels; es ist deutlich zu sehen, daf eine Nor-
malverteilungsannahme der Biindelspannungen im Grenzfall unrealistisch
ist (S. 78)
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Abbildung 10.21: Biindelspannung als 3D-Funktion der Faserspannung und Schidigung, b.
Zur Veranschaulichung wurde eine Ebene konstanter Biindelspannung ein-
gezogen. (S. 79)

500

Abbildung 10.22:

einfache Biindel: gewéhlte Probability-Funktion P(c ) und Hohenlinien gleicher Biindelspan-
nung: mittlere Biindelspannung und Bereich der Standardabweichung &g+ g fiir Blindelgrofe
N=100 (beachte die Spiegelung der Achsen gegeniiber Abb. 10.21). (S. 80)
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Abbildung 10.23: einfache Biindel: Faserspannung und Schidiung fiir alle Rechnungen der
Biindelgrofe N=100. Dunkle Punkte markieren die Werte maximaler Biin-
delspannung. (S. 81)
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Abbildung 10.24: einfache Biindel: Schidigung und Faserspannung bei Biindelbruch fiir ver-
schiedene Biindelgrofen N (S. 81)
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Abbildung 10.25: einfache Biindel: kumulative Faserspannungsverteilung fiir verschiedene
Biindelgrofen. Zur Orientierung sind die errechneten Biindelbruchspan-
nungsverteilungen mit eingezeichnet. (S. 81)
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Abbildung 10.26: einfache Biindel: kumulative Schiadigungsverteilung Q(b) fiir verschiedene
Biindelgrofen und normalverteilte Ausgleichskurven. (S. 81)
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Abbildung 10.27: Bruchspannungsverteilung, A(o¢), fiir Blindelketten verschiedener Grofsen
N x M. Die gestrichelten Kurven sind die skalierten Bruchspannungsvertei-

lungen fir unendlich grofe Biindel nach Daniels [19]. (S. 82)
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Abbildung 10.28: einfache Biindel: Bruchspannungsverteilung bei ELS und LLS (S. 84)
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Abbildung 10.29: einfache Biindel: Schiadigungsverteilung bei ELS und LLS (S. 84)
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Abbildung 10.30: skalierte Biindelkettenbruchspannungsverteilung bei ELS und LLS. Skaliert
wurde hier die Verteilung der einfachen Biindel auf Biindelketten mittels

der weakest-link-Skalierung. (S. 84)
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Abbildung 10.31: weakest-link-skalierte Biindelkettenschddigung bei ELS aus der Verteilung
der einfachen Biindel. (S. 85)
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Abbildung 10.32: weakest-link-skalierte Biindelkettenschadigung bei LLS aus der Verteilung
der einfachen Biindel. (S. 85)
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Abbildung 10.33: weakest-link-skalierte Biindelkettenschiddigung bei ELS; Referenzkonfigura-
tion ist hier eine kurze Biindelkette der Lange M=10. (S. 85)
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Abbildung 10.34: weakest-link-skalierte Biindelkettenschiadigung bei LLS; Referenzkonfigura-
tion ist hier eine kurze Biindelkette der Lange M=10. (S. 85)
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Abbildung 10.35: Bruchspannungsverteilung fiir 2 Biindelkettengrofen bei M:N=5 und LLS
mit frr=0.5; weakest-link-Skalierung nach der Gesamtanzahl der Fasern.

(S. 86)
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Abbildung 10.36: Schiadigungsverteilung fiir 2 Biindelkettengrofien bei M:N=5 und LLS mit
frr=0.5; weakest-link-Skalierung nach der Gesamtanzahl der Fasern. (S.
86)
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Abbildung 10.37: Mittlere Biindelkettenspannungen + Streuung kleiner Proben. Im Extrem-
fall der reinen Kette fallt der Mittelwert der Modellrechnungen mit dem
theoretisch ermittelten Wert zusammen. (S. 88)
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Abbildung 10.38: Mittlere Biindelkettenschidigungen + Streuung kleiner Proben. Im Extrem-
fall der reinen Kette kann bei Kraftmaximum noch keine Schidigung ein-
getreten sein. (S. 88)
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Berechnung von 2 Modellproben mit dem Kohésivmodell und dem gleichen Satz Grenzspan-
nungen. Bei der zweiten Probe wurde die Elementgrofse halbiert und zur Erhaltung der Ri-
fenergie, I', werden auch die generierten Kohésivversagenskrite, f., und die Steigung des
Kohésivgesetzes, 1, halbiert. (S. 95)

Abbildung 10.39: Spannungs- und Schidigungsentwicklung iiber der Probendehnung
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50 Kohisiv-Modellproben, die jeweils mit den beiden Separationsparametern =1.e6 und
1)=18.e4 berechnet wurden (siehe Seite 96.)

Abbildung 10.41: Vergleich der Bruchspannungen fiir jede der 50 Modellproben
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Abbildung 10.42: Vergleich der Bruchschidigungen fiir jede der 50 Modellproben
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Abbildung 10.43: Verteilung der Bruchspannungen von Kohésivproben mit unterschiedlicher
Separation (s. S. 96.) (Vgl. auch Abbildung 10.41)
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Abbildung 10.44: Verteilung der Bruchschédigungen von Kohésivproben mit unterschiedlicher
Separation (s. S. 96.)
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Abbildung 10.45: Spannungsverteilung von 2 Grundverteilungen, (=5 und (=20, bei Proben
konstanten Querschnitts in 2 Grofen, 20x100 u. 40x200, mit dem Konti-
nuumsmodell. (S. 99)
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Abbildung 10.46: Schidigungsverteilung von 2 Grundverteilungen, (=5 u. (=20, bei Proben
konstanten Querschnitts in 2 Grofen, 20x 100 u. 40x200, mit dem Konti-
nuumsmodell. (S. 100)
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Abbildung 10.47: weakest-link-Skalierung 1 — Pagoo(0) = (1 — Paogo(0))/* der Spannungs-
verteilung der Proben aus Abbildung 10.45. (S. 100)
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Abbildung 10.48: weakest-link-Skalierung 1 — Pagoo(b) = (1 — Pagoox(b))'/* der Schidigungs-
verteilung der Proben aus Abbildung 10.46 (S. 100)
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Abbildung 10.49:

Héufigkeitsverteilung der Bruchspannungen von 100 nominell gleichen Modellproben mit (=20
fir das FE-Modell mit Kohésivelementen (a) bei 1)=1.e6 und das Modell mit bruchfihigen
Kontinuumselementen (b-d). Die 100 generierten Datensétze fiir das Kontinuumsmodell wur-
den jeweils 3 mal mit unterschiedlicher Gewichtung der Integrationspunktspannungen berech-
net: Versagen bei Uberschreiten der Grenzspannung b) in einem GP, ¢) im Elementmittel der
Spannungen, d) in allen 4 GP. (S. 104)
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Abbildung 10.50: Haufigkeitsverteilung der Schiadigungen des Beispiels oben. (S. 104)
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Abbildung 10.51: Spannungsentwicklung der 4 Rechnungen aus Tabelle 6.4 iiber der Verldnge-
rung des Kontinuumsanteils, ALk ont (= Mey, nach Gl. (6.3) beim Kohésiv-
modell). Die Proben a—c zum Zeitpunkt ihres Versagens sind in Abbildung
10.53 gezeigt. (S. 103)
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Abbildung 10.52: Spannungsentwicklung iiber Schiadigung b = 100N,/(NM) %] der Proben
der oberen Abbildung. Bei der Kohé&sivprobe wurde zur Schadigungsbestim-
mung N M gleich der Anzahl der Kohésivelemente gesetzt. (S. 103)
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Abbildung 10.53: FE-Modellproben bei Fi.x; alle 3 Proben erhielten die gleichen 21x99

Bruchfestigkeitswerte f. bzw. o, (s. S. 103). Die Verschiebungen sind einheitlich mit dem

Faktor 10 skaliert.
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Abbildung 10.54: Haufigkeitsverteilung der Bruchspannungen von 30 nominell gleichen Mo-
dellproben mit (=2 fiir das Kohésivmodell ()=1.e6) und das Kontinuums-

modell bei 2 GP-Versagenskriterien. (S. 104)
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Abbildung 10.55: Haufigkeitsverteilung der Schiadigungen des Beispiels oben. (S. 104)
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Abbildung 10.56: Bruchspannungsverteilungen, P(o), aller taillierten Proben. (Fiir die Pro-
benbezeichnungen siehe Tabelle 6.5.) (S. 109)
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Abbildung 10.57: weakest-link-Skalierung der Bruchspannungen, (1— Paggp k(a))l/ k_vergleich-
barer taillierter Proben (S. 109).
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Abbildung 10.58: Vergleich der weakest-link-skalierten Bruchspannungen, (1 — Pagoox(0))
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Abbildung 10.59: Zusammenhang zwischen geschiadigtem Probenflichenanteil (von der Ge-

D
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samtprobenfliche) und geschédigtem Elementanteil (von der Anzahl Ele-
mente) bei taillierten Modellproben bei Fiax. (S. 110)
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Abbildung 10.60: Schiadigungsverteilung, P(b), aller taillierten Proben. (Fiir die Probenbe-
zeichnungen siehe Tabelle 6.5.) (S. 112)
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Abbildung 10.61: Schadigungsverteilung bei geringer gekerbten Modellproben, k=1.5. (S. 112)
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Abbildung 10.62: weakest-link-Skalierung der Bruchspannungen, (1 — Pagoo k(b))l/ k_vergleich-
barer taillierter Proben (S. 112)
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Abbildung 10.63: Vergleich der weakest-link-skalierten Bruchschidigungen, (1— Pagoo (b)) /¥,
von Modellproben mit unterschiedlicher Grundverteilung ¢. (S. 112)

B20v4 (k=1)
B30v4 (k=2.25)
B40v4 (k=4)
B60v4 (k=9)
S20v4 (k=1)
B20v1 (k=1)
S20v1 (k=1)
S30v1 (k=2.25)
S40v1 (k=4)

Schadigung [%]



FARBIGE ABBILDUNGEN ZU KAPITEL 6

Abbildung 10.64: mittlerer Schadigungsabstand einiger Modellproben. (S. 113)
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Abbildung 10.65: maximaler Schidigungsabstand einiger Modellproben. (S. 113)
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Abbildung 10.68: Vergleich der Bruchspannungsverteilungen taillierter und nichttaillierter

Modellproben. (S. 116)
i
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Abbildung 10.69: Vergleich der Bruchschadigungsverteilungen taillierter und nichttaillierter
Modellproben. (S. 116).
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Abbildung 10.70: Last-Schiadigungskurven fiir Rechnungen verschiedener Modelle mit dem
gleichen Satz fiir die 21x99 Versagensgrenzwerte. (S. 119)
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Abbildung 10.71: Einfluft der Probengréfse auf Spannungsmittelwert und Streuung beim Biin-
delkettenmodell mit ELS-Regel und FE-Kohésivmodell im Vergleich. (8.
120)
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Abbildung 10.72: Einfluft der Probengrofe auf Schadigungsmittelwert und Streuung beim
Biindelkettenmodell mit ELS-Regel und FE-Kohédsivmodell im Vergleich.
(S. 120)
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Abbildung 10.73: Verteilung der Bruchspannungen bei verschiedenenen Modellen in je 2 Gro-

fsen. (S. 121)
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Abbildung 10.74: Verteilung der Bruchschéadigungen bei verschiedenenen Modellen in je 2
Grofen. (S. 121)
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Abbildung 10.75: Verteilung der Bruchspannungen bei FE und BK bei 2 Verteilungsbreiten
(vgl. Tabelle 7.1). (S. 123)
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Abbildung 10.76: Verteilung der Bruchschadigungen bei FE und BK bei 2 Verteilungsbreiten
(vgl. Tabelle 7.1). (S. 124)
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Abbildung 10.77: Bruchspannungsverteilung taillierter Proben. Die experimentell ermittelten
Bruchspannungen entstammen Tabelle 2.2; die unskalierten Verteilungen
der mit dem FE-Modell ermittelten Bruchspannungen sind identisch mit
denen aus Abbildung 10.56 Diese sind dann mittels Gl. (4.25) auf eine Ver-
teilung der Groke N xM=50000 skaliert. (S. 126)
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Abbildung 10.78: Skalierung des mittleren Abstandes von der Bruchkante des Rifidichten-
schwerpunkts der Modellproben auf den Abstand bei Proben der erforder-

lichen Groke NM=50000. (S. 127)

2.0+
1 20x100
] T 30x150  40x200
% I S M 1001500
= ] NM  log(NM)  mtlAbstd  mt.SA
= ] 2000 3.30103  1.10376  0.64729
AT 4500 3.65321  1.03135  0.65078
S 10l [ T P 8000 3.90309  0.9793 0.67272
c 1.0 DS e
S ] 50000 4.69897 0.8 0.67
5 11 | | T = ¥
()]
Ie ]
< |
054 |
00 T T I
3.5 4.0 4.5



178 FARBIGE ABBILDUNGEN ZU KAPITEL 8

Abbildung 10.79: gemessene Mikroriffanteile und mittlerer Abstand des Rifschwerpunkts von
der Bruchkante. (S. 127)
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Abbildung 10.80: Mikrorifanteile in Abhéngigkeit vom Abstand von der Bruchkante. (S. 128)
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