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Zusammenfassung

In der vorliegenden Doktorarbeit wurde die Wechselbeziehung von Seegang und Stromung theore-
tisch und numerisch untersucht. Dazu sind Computersimulationen mit einem interaktiv gekoppelten
Modell fur die groBskalige Zirkulation und die windgenerierten Wellen in der Nord- und Ostsee
durchgefuhrt worden. Die beiden, verschiedenskaligen Prozesse: Seegang und Stromung beeinflussen
sich nicht nur in der Brandungszone, wo die Wellen brechen, sondern auch im gesamten Off-Shore-
Bereich vor der Kuste. So sagt die nichtlineare Wellentheorie einen nicht verschwindenden Impuls-
beitrag zur mittleren Stromung voraus. Andererseits hdangen Propagation und Refraktion der Wellen
nichtlinear von der Wassertiefe und der Stromungsgeschwindigkeit ab. Der Seegang wird als perio-
dische Storung des hydrodynamischen Grundzustandes aufgefasst, der mit der Eulerschen Stromung
identifiziert wird. Variable Umgebungsbedingungen, z.B. unbestindige Winde, Wassertiefen und
Stromungen, beeinflussen die Entwicklung des Seegangs. Die mittlere Stromung, welche ohne den
Einfluss der Wellen der Eulerschen Stromung gleicht, passt sich den Veranderungen im Wellenfeld
an. Das gekoppelte Seegangs-Stromungs-Modell beschreibt diesen Anpassungsprozess. Der herge-
leitete Satz hydrodynamischer Gleichungen fur die grofBskalige Zirkulation ist das Ergebnis einer
nichtlinearen Storungsrechnung unter Verwendung der WKB-Approximation. Eine nicht-kanonische,
i.a. stromungsabhangige Wirkungsbilanzgleichung fur den Seegang ist aus den linearisierten Storungs-
gleichungen abgeleitet worden. Fur raumlich inhomogene und tiefenabhdngige Stromungen wurde die
Dispersionsrelation harmonischer Wellen mit kleinen Amplituden aus den Gleichungen niedrigster
Ordnung, i.a. den Reynoldsgleichungen, abgeleitet. Das Ergebnis ist naturgemaf stromungsabhangig.

Das Seegangs-Stromungs-Modell wurde auf verschiedene Sturmperioden in der Nord- und Ostsee
angewandt. Dabei sind die Simulationsergebnisse des gekoppelten Modellsystems mit den Resultaten
der separaten Modelle fur die mittlere Zirkulation und die windgenerierten Wellen verglichen, und
Messwerten gegeniibergestellt worden. In Ubereinstimmung mit den Beobachtungen zeigen die
numerischen Simulationen eine seegangsbedingte Wasserstandserhohung in der Brandungszone und
eine balancierende Stromung entlang der Kiste. Die durch Seegangs-Stromungs-Wechselwirkung
hervorgerufenen Effekte konnen von Bedeutung fur den Kuistenschutz und fur kiistennahe Applika-

tionen sein.



Wave-Current Interaction: Theoretical Concepts and Model Applications

Abstract

The present thesis deals with the mutual influences of surface waves and currents, which are dis-
cussed theoretically and studied on the basis of numerical simulations. Interactively coupled models
covering the area of the North and Baltic Seas are used to simulate the large-scale circulation and
wind generated waves. Complex interactions between these scale-different processes are not limited
to the surf zone, where waves break, but are also taking place in the open ocean. Nonlinear wave
theory predicts a non-vanishing momentum contribution to the mean flow. Conversely, wave propa-
gation and refraction depend nonlinearly on water depth and current velocity. Waves are considered
to be a periodic perturbation of the fluid's basic state, which is identified with Eularian flow. Wave
evolution is influenced by environmental effects such as changing winds, water depths, and currents.
The mean flow, which is equal to the Eularian flow in the absence of waves, slowly adjust itself to a
changing wave field. The coupled wave-current model describes this adjustment process. The final
set of hydrodynamic equations for larger-scale circulation is the result of a nonlinear perturbation
analysis using the WKB approximation. A non canonical, i.e. current dependent, balance equation for
wave action is derived from linearised perturbation equations. For spatially inhomogenous and
depth-dependent currents, the dispersion relation for harmonic waves with small amplitudes is
derived from the lowest-order equation, i.e. the Reynolds equation. The result is clearly current
dependent.

The wave-current model was applied to several storm periods in the North Sea. Simulations run on
the coupled model system are compared to runs using separate models for mean circulation and wind
waves, and to measurements. In accordance with observations, the numerical simulations show wave
setup in the surf zone and balancing alongshore currents due to the decay ot the wave field. The wave-

current interaction effects may be relevant to coastal protection measures and nearshore applications.
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit behandelt die Wechselwirkung von Seegang und Stromung. Der erste Teil enthélt eine
konsistente Herleitung der gekoppelten dynamischen Gleichungen fiir die mittlere Stromung und die
Energie des Seegangs. Dabei stellen die Wellen eine periodische Stérung der Eulerschen Stromung
dar. Der eingefiihrte Stromungsbegriff bezieht sich auf alle relevanten dynamischen Variablen des
Systems. In den Bilanzgleichungen wird der Stromungszustand mit dem dynamischen Vektor p iden-
tifiziert. Er ist eine Gruppierung aller an der Beschreibung des Bewegungszustandes beteiligten
dynamischen Groflen. Neben der Geschwindigkeit v, bzw. Vorticity g der Stromung kann g auch die
lokale Tiefe h, Dichte p und Salzgehalt des Wassers enthalten. Weitere Kombinationen sind denkbar.
Die mittlere Stromung (u) setzt sich aus der Eulerschen Stromung p. und dem phasengemittelten
Seegangsbeitrag (du) zusammen. Dabei ist op die wellenbedingte Storung des dynamischen Vek-
tors pe. Im Sprachgebrauch wird oft nicht zwischen dem Geschwindigkeitsfeld v der Stréomung und
dem Stromungszustand g = (...,v,...) unterschieden. Um nicht allzu komplizierte Sétze bilden
zu miissen, werden auch in der vorliegenden Arbeit diese beiden Begriffe oft gleichgesetzt. Ich gehe
davon aus, dass trotzdem ersichtlich ist, von welchem Sachverhalt gerade die Rede ist.

Im zweiten Teil der Arbeit wird ein skalenaufgelostes Modell fiir die Meeresdynamik vorgestellt und
es werden die Ergebnisse von hindcast-Rechnungen fiir einige Sturmflutszenarien ausgewertet. Das
numerische Modell setzt sich aus einem Mesoskalen-Modell fiir den Seegang und einem grofiskaligen
Zirkulationsmodell fiir die mittlere Stromung zusammen. Beide Modell-Komponenten beschreiben
die Dynamik des Seegangs auf den ihnen eigenen charakteristischen raumlichen und zeitlichen Skalen.
Der nichtlineare Beitrag des Seegangs zur mittleren Stromung entspricht der Stokesdrift jsq = (0p).
Dieser mittlere Stromungsanteil wird durch ein inhomogenes Wellenfeld angetrieben. Den damit ein-
hergehenden Impulsaustauschtensor nannten M. S. Longuet-Higgins und R. W. Stewart ,,radiation
stress“. Er kommt vor allem dort zum Tragen, wo sich die Wellen brechen oder anderweitig See-
gangsenergie dem Wellenfeld entzogen wird. In den bisherigen Zirkulationsmodellen wird dies nicht
beriicksichtigt. Auch der Einfluss aktueller Stromungsfelder auf die Refraktion des Seegangs wird in
den Wellenmodellen nicht behandelt. Dort verwendet man vorausberechnete Stromungsgeschwindig-
keiten und Wassersténde. Bei stetiger Verfeinerung der Modelle mit zunehmender Rechenleistung
der Computersysteme wird es aber fiir eine adédquate Beschreibung notwendig, diese wechselseiti-
gen Effekte zu beriicksichtigen. Es existieren Szenarien, bei denen die Interaktion von Seegang und
Stromung nicht vernachlissigt werden kann. So kann bei einem kréftigen Wind mit auflandiger
Komponente und entsprechender Orographie der Kiistenregion der Radiationstress zu einer Was-
serstandsdifferenz von bis zu einem Achtel der urspriinglichen Hohe der Wellen iiber tiefem Wasser
fithren [Ros84]. Besonders bei einer Sturmflut und den damit verbundenen hohen Wasserstéinden
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wird der sogenannte ,wave set up“ spiirbar. Er kann nur durch eine kombinierte Stromungs- und
Seegangsvorhersage prognostiziert werden. Die wellenbedingte Wasserstandserh6hung ist mit einer
balancierenden Stromung verbunden. Sie ist am stirksten, wenn die Wellen schriag auf eine gerade
Kiistenlinie treffen. Der damit verbundene Transport von Sediment und Schwebstoff ist von grofier
Bedeutung fiir die Gestaltung des Kiistenraumes.

1.1 Einfiihrung in die Problematik

Die windinduzierte Scherspannung in der Meeresoberfliche bildet die treibende Kraft fiir die grof3-
skalige Stromung und Wellen. Beide Phénomene werden gleichzeitig erzeugt und beeinflussen sich
gegenseitig. Nichtlineare Wellentheorie sagt einen nicht-verschwindenden Impulsbeitrag des Seegangs
zur mittleren Stromung voraus. Andererseits hiangen Propagation und Refraktion der Wellen nicht-
linear von Umgebungsvariablen wie Wassertiefe und Stromungsgeschwindigkeit ab. Experimente im
Wellenkanal und dem offenen Meer wurden von Munk [Mnk49], Galvin et al. [Gal65], Bowen et al.
[Bow68] und Iwata [Iwa70] durchgefithrt. Die Messungen zeigen eine Erhthung des Wasserstandes
und eine Kiistenldngsstréomung in der Umgebung und innerhalb der Gebiete, wo die Wellen brechen.
Verursacht werden die auftretenden Effekte durch den Energie- und Impulsinput des abklingenden
Wellenfeldes in die Wasserséiule. Die kiistenparallele Stromungskomponente und mittlere Wasser-
standserhohung kompensieren den Impulsbeitrag zur mittleren Stréomung.

In dieser Arbeit wird das Gesamtsystem Seegang/Stromung mittels nichtlinearer Storungstheorie
untersucht. Dazu werden die Bewegungsgleichungen und der Wellenansatz in eine Stérungsreihe
nach den auftretenden Potenzen des Parameter' e entwickelt. Seegang wird als Stérung der Eu-
lerschen Stromung aufgefasst und ein W K B-Wellenansatz? in die Hamiltonschen Gleichungen ein-
gefiihrt. Nach dem Sortieren der Ordnungen in € erhélt man auf diese Weise eine Wirkungsbilanzglei-
chung fiir den Seegang in erster Ordnung von €. Das ist immer der Fall, da die Phasenfunktion des
W K B-Ansatz der zur Wirkungsvariablen konjugierten Winkelvariablen entspricht. Eine konsequen-
te Weiterfithrung der Entwicklung bis zur zweiten Ordnung liefert nichtlineare Bilanzgleichungen fiir
die Groflen Wellenwirkung und Impuls der mittleren Stromung. Diese Gleichungen beschreiben die
Wechselwirkung der Seegangsmoden untereinander und, nach Integration iiber das Volumen V € R?
und Phasenmittelung, den Einfluss rdumlich variabler Seegangsfelder auf die mittlere Stromung.
Dariiber hinaus spielt Seegang noch eine entscheidende Rolle bei der Kopplung von Hydrodynamik
und Atmosphirenphysik. Unter der Voraussetzung, dass die dissipierte Seegangsenergie der Euler-
schen Stromung als kinetische Energie zur Verfiigung steht, kann ein einheitlicher Mechanismus
fiir den meteorologischen Input von Energie und Impuls in die Seegangs- und Stromungsfelder ent-
wickelt werden. In beiden skalenseparierten Modellen fiir die grofirdumige Zirkulation und Wellen
wurden bisher problemspezifische Parametrisierungen der Sourceterme verwendet. In dieser Arbeit
wird ein erster Schritt in Richtung eines vollsténdig gekoppelten Modells fiir Seegang und Stréomung
getan, das neben den Wechselwirkungsgrofien noch ein einheitliches Konzept fiir die Ansteuerung der
Modell-Komponenten durch die Source-Funktionen umfasst. Die modellierte und gemessene mittlere
Stromung setzt sich aus der Euler- und Stokesdrift zusammen. Der spektral integrierte Windinput des
Seegangs (Eulersche Stromung) und die Divergenz des Radiationstress bilden den Antrieb der mitt-

'Die Ausgangsgleichungen werden nach dem Skalar € € R entwickelt indem der Stérungsansatz u = u. + edu (mit
Su=3 "6 (™) in die Gleichungen einfiihrt wird und die entstehenden Terme nach den Potenzen von e geordnet
werden. Die reelle Zahl € < 1 begrenzt den Einfluss der Stérung auf die Dynamik der mittleren Stromung.

2Wenn die Wellen durch ein Medium propagieren, das auf typischen réumlichen und zeitlichen Skalen variiert, die
viel grofer als die Wellenlénge und die Periode des Seegangs sind, dann kann die Stérung éu nach schnell oszillierenden
periodischen Funktionen 6y mit nur langsam veréinderlichen Amplituden (™ entwickelt werden. Dieser Ansatz geht
geht auf die Arbeiten von Wenzel, Kramer und Brillouin (W K B) zuriick.
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leren Stromung. Oft wird in den hergeleiteten Modellgleichungen nicht deutlich genug zwischen der
mittleren und der Eulerschen Strémung unterschieden. Dann wird die Divergenz des Radiationstress
als generalisierte Kraft fiir die Eulersche Stromung eingefiihrt und die Stokesdrift vernachléssigt. Ein
gekoppeltes Modell fiir Seegang und Stromung simuliert aber mittlere Grofien, die den Beitrag der
Stokesdrift enthalten.

Die Struktur der Arbeit ist wie folgt gegliedert. Nach einer kurzen Einfiithrung (Kapitel 2) in die
Grundlagen der Hamiltonschen Mechanik wird in Kapitel 3 eine formale Stabilitédtsanalyse der Eu-
lerschen Strémung durchgefiithrt. Das Ergebnis erster Ordnung sind linearisierte Gleichungen, aus
denen eine Wirkungsbilanzgleichung fiir lineare Seegangsmoden hergeleitet wird (Kapitel 3.2.2). Die
nichtlinearen Anteile der Stérungsrechnung liefern eine formale Beschreibung des Welleneinflussnah-
me auf die mittlere Stromung (Kapitel 4). In Kapitel 5 wird die nichtlineare Wechselwirkung von
Seegangsmoden untersucht. Aus den Ergebnissen der Storungsrechnung lassen sich Bilanzgleichungen
fiir die Modellierung von Stromung und Seegang herleiten. Bevor das gekoppelte Modell in Kapitel 7
auf ausgesuchte Sturmflut-Szenarien angewendet wird, erfolgt in Kapitel 6 eine kurze Beschreibung
der beiden, zum Teil recht unterschiedlichen Modell-Komponenten fiir Seegang und Strémung. Im
Anschluss wird in Kapitel 8 der Versuch unternommen einen einheitlichen Mechanismus fiir den
Windinput von Energie und Impuls in die Seegangs- und Strémungsfelder herzuleiten.

1.2 Motivation und Wissenschaftlicher Hintergrund

Es ist schon seit lingerem bekannt, dass die phasengemittelten hydrodynamischen Gleichungen
einen residualen Beitrag des Seegangs enthalten. Fiir ein Newtonsches Fluid ldsst sich dieser An-
teil als Divergenz des Stresstensors S in den Bewegungsgleichungen der mittleren Stromung for-
mulieren. NaturgemiB ist der vom Wellenfeld induzierte Stress zu einem Impulsfluss dquivalent,
der vor allem in der ,surf‘-Zone, aber nicht nur da ([Cur79] und [Ros84]), Auswirkungen auf die
Dynamik des Wasserkorpers hat. Longuet-Higgins und Steward fiithrten in ihren fundamentalen Ar-
beiten [LoS60], [LoS61] und [LoS62] fiir S die Bezeichnung Radiationstress ein. In ihrem Sinn ergibt
sich der Divergenzterm V.S c fiir die durch ¢ gekennzeichnete Oberfliche nach Einfithren der Zer-

legung® 1 = pie + €6y in die zweidimensionale Impulsbilanzgleichung. Bei der Herleitung wird die
Gleichung tiber die gesamte Wassersdule vom Boden z = —h, bis zur Oberfliche z = s(() inte-
griert und anschlieBend phasengemittelt. In ihren Arbeiten beschrankten sich Longuet-Higgins und
Steward darauf, bei der Berechnung von S fiir die mittleren Gréflen p. den stationdren Spezialfall
anzunehmen (v, = 0, p = pps; Hydrostatfscher Druck pps). Erst spiter wurde von K. Hasselmann
[Has71] der Radiationstress-Tensor fiir eine (-Oberfliche aus den Bewegungsgleichungen durch Zwei-
Skalenzerlegung der Hydrodynamik in konsistenter Weise hergeleitet. Fiir den Beitrag des Seegangs
zur vertikal integrierten mittleren Impulsbilanz wurde von ihm der Begriff , Interaction“-Stress ge-
pragt. In ihrem Beitrag zum Impulsfluss der mittleren Stromung unterscheiden sich Radiation- und
Interaktionstress durch den mittleren welleninduzierten Impulsfluss in der Oberflichenschicht, der
sogenannten Stokesdrift (integriert von z = (s(()) bis z = s({)). Die vertikal integrierten Bewegungs-
gleichungen enthalten die Divergenz des Radiationstress-Tensors als seegangsinduzierten Antrieb.
Ein inomogenes Wellenfeld induziert rdumlich variable Schub- oder Scherspannungen S in den Was-
serkérper. Daher simuliert das hydrodynamische Modell der grosskaligen Strémung mittlere Massen-
und Impulsfliisse, die den Beitrag der vertikal integrierten Stokesdrift bereits enthalten. Es verwen-

3Der Vektor p enthilt alle, zur Definition des Strémungszustandes notwendigen Variablen. Neben der Geschwindig-
keit v, bzw. Vorticity ¢ der Stromung, kann dies auch die lokale Tiefe h bzw. Dichte p des Wassers sein.
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det eine dreidimensionale Formulierung® des Radiationstress-Tensors in der Impulsbilanzgleichung
der mittleren Stromung.

Der in [LoS62] und [Has71] hergeleitete Radiationstress-Tensor setzt sich aus dem Reynoldstress
([ 6v ® dv dz) und dem residualen Beitrag seegangsbedingter Druckvariationen ( [ 6 dp dz) zur mitt-
leren Stromung zusammen. Der Mittelungsoperator iiber die Phase ¢ linearer Wellen ist gleich
()= (@2m)7 " fo%(') d¥ und der Kronecker-Tensor ist gleich . Im Laufe der Zeit hat es mehre-
re Anstofle zur Weiterentwicklung des Radiationstress-Konzeptes gegeben. Rosenthal und Dolata
[Ros84| erweiterten den Formalismus von Hasselmann [Has71] und wendeten ihn auf vertikal in-
tegrierte Stromungsfelder (v(x)) in verschiedenen Wassertiefen an. In der von ihnen verwendeten
pseudo-dreidimensionalen (3-D) Beschreibung werden die relevanten Fliisse nur in der Schicht unter-
halb der mitbewegten (-Oberfliche betrachtet (—h, < z < s(()). Dies gilt auch fiir die Energiefliisse
im Seegangsmodell. Oftmals wird gerade dort, bei der Berechnung der spektralen Energietransporte,
die Homogenitét der Horizontal-Geschwindigkeit iiber die gesamte Wassersdule gefordert. Ein konsi-
stentes 3-D Stromungs-Seegangsmodell, das der Vertikalstruktur der Stromung sowie den mittleren
Impuls-und Massenfliissen des Seegangs Rechnung triigt, wurde von Mellor [Mel03] erarbeitet. Wie
auch [Ros84] beriicksichtigt er bei seiner Herleitung keine internen Wellen. Eine Transformation der
hydrodynamischen Gleichungen in sigma-Koordinaten wird dazu verwendet, die Vertikal-Integration
und Mittelung zu vertauschen. Im Gegensatz zu [Ros84] wird der residuale Beitrag von Druckfluktua-
tionen §0p zur mittleren Stromung in [Mel03] nicht vernachlissigt. Die in diesem Absatz verwendete
Vorsilbe ,,pseudo* soll daran erinnern, dass die eingefiihrte dreidimensionale Formulierung eigentlich
eine in jeder Tiefe giiltige zweidimensionale Beschreibung der Hydrodynamik darstellt.

In dieser Arbeit werden pseudo-dreidimensionale Probleme als Anwendungsbeispiele fiir die in Ka-
pitel 4 vorgestellte, allgemein giiltige Methode behandelt, den Radiationstress-Tensor aus den nicht-
kanonischen Bewegungsgleichungen herzuleiten. Die Entwicklung der Hamiltonschen Gleichungen in
eine Storungsreihe fithrt zu einer formalen Beschreibung des seegangsinduzierten Beitrags in den
Bewegungsgleichungen der mittleren Stromung. Seegang ist eine periodische Stérung der Eulerschen
Stromung v, und der anderen dynamischen Variablen p. des Gleichgewichtszustandes. Daher be-
schreibt das Ergebnis der Stérungsrechnung erster Ordnung (Kapitel 3) die zeitliche Entwicklung
linearer Wellen (Kapitel 3.2.2). Die phasengemittelten Storungsterme zweiter Ordnung bestimmen
die Dynamik der Stokesdrift (Kapitel 4). In der Bilanzgleichung der vertikal integrierten Stokesdrift
(1.7) hat der Divergenzterm des Radiationstress die Bedeutung einer Kraft. Da S;; proportional zur
Energie der Wellen ist, fiihrt ein rdumlich variables Seegangsfeld zu einer Anderung des Betrages der
Stokesdrift. Die Richtung und Betrag der Beschleunigung wird im Wesentlichen von zwei Faktoren
bestimmt, dem Windantrieb der Wellen und der Dissipation von Seegangsenergie. In Richtung der
Wellenausbreitung kann die seegangsinduzierte Beschleunigung ihr Vorzeichen in Abhéngigkeit von
den meteorologischen und topographischen Gegebenheiten des Gebietes mehrfach d&ndern.

In den Kapiteln 4.1 und 4.2 wird der Radiationstress-Tensor fiir eine zweidimensionale, inkompres-
sible Stromung und einem Fluid unter Flachwasser-Bedingungen berechnet. Die dort hergeleiteten
Ergebnisse reihen sich in die Arbeiten von [LoS62|, [Has71], [Ros84] und [Mel03] ein. Neu ist der
Beitrag der dynamischen Variablen p. zum Radiationstress-Tensor S;; in den Bilanzgleichungen
der mittleren Stromung. Der Tensor S;; hédngt nun nicht mehr nur alleine von den Seegangsgrofien
ab, sondern auch von der Struktur des Eulerschen Stromungsfeldes v, und der anderen Gleichge-
wichtsgroflen . in der Umgebung des betrachteten Raumpunktes. Fiir eine einfache Scherstromung
v, = Ve(y) & wird der Betrag der Tensor-Komponenten von S;; je nach Kriimmung 851}6(@) <0
(oder > 0) des Geschwindigkeitsprofils v.(7) verringert (oder vergréfiert). Dabei kennzeichnet Z den
Ortsvektor des Wellenfeldes und Z den Basisvektor des Koordinatensystems ), aus Kapitel 2.1. Die
Forderung nach Stabilitdt der Eulerschen Stromung hat eine Analyse der Dynamik von Seegang und

4Fiir eine in jeder ¢-Ebene giiltige zweidimensionale Formulierung des Radiationstress wird spiter die Bezeichnung
»pseudo“-dreidimensional eingefiihrt.
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Stromung im affinen Phasenraum mit dem Fixpunkt u. = (v, ze, ... ) anstelle des Grundzustandes
o = (0,konst.,...) zur Folge. Diese Herangehensweise fiihrt zu einer alternativen Definition der
Groflen Radiationstress und Wellenwirkung in den Bilanzgleichungen der mittleren Stromung und
des Seegangs. Die Ergebnisse der Rechnungen werden in den beiden nachfolgenden Kapiteln (1.2.1)
und (1.2.2) kurz erldutert.

Die Hamiltonschen Gleichungen bilden ein natiirliches System fiir die Herleitung von approximativen
Gleichungen durch die Reduktion des kompletten Hamiltonschen Systems, basierend auf vereinfa-
chenden Niherungen [Sh90]. Die in den Kapiteln 4.1 und 4.2 behandelten Spezialfille sind Beispiele
dafiir. Das reduzierte Hamiltonsche System besitzt eindeutige Symmetrien und die dazugehorigen
Erhaltungsgrofien aufgrund des Noether-Theorems. Zusitzlich schrinken Casimir Invarianten der
Bewegung die Dynamik des Systems ein. Die Existenz nichtlinear stabiler Losungen lédsst sich aus
den Stabilitdtstheoremen von Arnold [Arn65a], [An66b] ableiteten. Beide Theoreme machen explizi-
ten Gebrauch von den Eigenschaften der Casimir Invarianten und werden in natiirlicher Weise unter
Verwendung der Hamiltonschen Struktur der Dynamik formuliert. Die Moglichkeit, fundamentale
Symmetrien des Problems und die Stabilitdtseigenschaften von Zustdnden p. bei der Beschreibung
der hamiltonschen Dynamik zu beriicksichtigen, macht die Energie-Casimir Methode besonders dafiir
geeignet, den Storungseinfluss auf die zeitliche Entwicklung mittlerer Zusténde () zu untersuchen.
Die konsequente Anwendung der Stabilitdtstheoreme von Arnold in den Gleichungen erster und
zweiter Ordnung der Storungsreihe des Hamiltonschen Gleichungssystems fithrt zu modifizierten
Bilanzgleichungen fiir die Groflen Wellenwirkung (1.1) und Impuls der mittleren Stromung (1.6).

1.2.1 Die Bilanzgleichung des Seegangs

Die zentrale Gleichung der Seegangsmodellierung ist die Wirkungsbilanzgleichung (1.1). Sie wird
in Kapitel 3.2.2 aus den linearisierten Gleichungen des nicht-kanonischen Hamiltonschen Systems
(3.3) hergeleitet. Die Bilanzgleichung (1.1) ist unter W K B-Bedingungen (langsam verénderlicher
Gleichgewichtszustand p.) definiert und entspricht der totalen Zeitableitung von (EF) geteilt durch
die intrinsische Frequenz o. Bei der Herleitung von (1.1) wurde die Definition der phasengemittel-
ten Wellenenergie (pgEF) /2 linearer Seegangsmoden verwendet. Die Energie der Wellen entspricht
dem Amplitudenquadrat & = a®) (a(l))* multipliziert mit der skalaren Funktion F und dem Faktor
pwg/2. Oft wird die Dichte des Wassers p,, konstant gesetzt und das Amplitudenquadrat (EF) an-
stelle der Wellenenergie betrachtet.

Eine kanonische Beschreibung des Seegangs, wie sie im Wellenmodell verwendet wird, ist fiir 7 =1
gegeben. Die hydrodynamischen Bilanzgleichungen sind im Allgemeinen aber nicht-kanonisch® und
F # 1. In dieser Arbeit werden Wellen als eine periodische Storung des Eulerschen Stromungs-
zustandes p. aufgefasst und Bilanzgleichungen fiir den Seegang durch lineare Storungsanalyse des
FEulerschen Stromungszustandes e hergeleitet. Da die formale Stabilitit von p. gefordert wird,
bezeichnet man die Eulersche Stromung auch als Gleichgewichtszustand. Die storungsentwickelten
nicht-kanonischen Gleichungen enthalten implizit den Einfluss von p. auf die Propagation und Re-
fraktion der Wellen. Das macht sich in den Bilanzgleichungen der linearen Seegangsmoden als Kor-
rektur des kanonischen Wertes F = 1 bemerkbar. Fiir eine einfache Scherstromung v, = v.(y) &
(Kapitel 4.1) ist F = 1 + (vek2)/8§ve, und der Wert von F hingt von der Krimmung 851}6 des
Geschwindigkeitsprofiles ve(7) und dem Betrag des Wellenzahl-Vektors k ab. Dabei ist & der Orts-
vektor des Wellenfeldes und Z der Basisvektor des Koordinatensystems ), aus Kapitel 2.1.

AEF)Jo _OEF) o 0EF)Jo i  DER o S0, W)

dT or 0X - Ok

®Dieser Begriff wird im nichsten Kapitel 2 erliutert.
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In Gleichung (1.1) kennzeichnet X = Vi) und E=-V x§2 die totale Zeitableitung des Orts- und
Wellenzahlvektors und Q(k, X,T) die Dispersionsrelation linearer Wellen. Wenn I = £F /o eine
adiabatische Invariante ist (Gleichung (2.10)), dann ist die Summe der Sourceterme Q; in (1.1)
gleich Null.

1.2.2 Die Bilanzgleichungen der seegangsbehafteten Stromung

Fiir ein dreidimensionales, kompressibles Fluid, das sich unter dem Einfluss der Gravitation in einem
mit der Erde mitrotierendem Koordinatensystem bewegt, gelten folgende Bilanzgleichungen fiir die
Masse und dem mechanischen Impuls. (Koordinatensystem ), Kapitel 2.1)

0

% = — (@ - V)pr—28Q x pv—V(p+pgz) (1.2)
dp dp

5% = pV-uv und dt_o (1.3)

Erhaltungsgleichungen fiir Salinitat, Wérmefluss und dem ersten bzw. zweiten Hauptsatz der Ther-
modynamik sowie die Bilanzgleichung der inneren Energie und die Zustandsgleichung vervollstédndi-
gen den Satz von Modellgleichungen ([Ap87], [Ped87]). Da der Einfluss von Seegang auf diese GroBen
vernachldssigbar ist, werden ihre Bilanzgleichungen hier nicht betrachtet.

In dieser Arbeit wird nichtlineare Storungstheorie, dazu verwendet den Radiationstress-Tensor aus
den Hamiltonschen Gleichung herzuleiten. Der geophysikalische Fluss wird dazu in den Beitrag der
Eulersche Stromung v, und der Stérung dv zerlegt. Die Stokesdrift entspricht dem phasengemittelten
Beitrag des Seegangs (0v) zur mittleren Stromung (v). Eine Spektraldarstellung des Seegangs durch
Superposition von ebenen Wellen zu Wellenpaketen

Su(z,t) = / WO (e bz=o0 o (1.4)

fithrt nach Taylorentwicklung von dv(z,t) um v(zy,t), mit einem Abbruch der Reihendarstellung
nach dem linearen Term, und nach Linearisierung von o (k) im Spektralraum
(0(k) = o(ko) + (k — ko) - g (ko) mit ¢,(ko) = Vo (k)i

(o0) = <<&—&)>%

(1.5)

.2 kcosh 2k(z0 + H)
=a‘c
X 2 sinh?(kH)

zur Stokes Drift v,; = (dv) fiir beliebig tiefes Wasser ([Pij90], [Whi74]). Dabei haben alle Gréfien
ihre herkémmliche Bedeutung. Es wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass die Amplitudenfunk-
tion v (k) im Spektralraum um k, herum lokalisiert ist. Eine Entwicklung der nicht-kanonischen
Gleichungen des Hamiltonschen Systems in eine Stérungsreihe liefert in zweiter Ordnung eine Bi-
lanzgleichung fiir dv|p(.2). Nach Mittelung {iber die Phase ¥ der Wellen enthilt die rechte Seite
der Gleichung (1.6) die Divergenz des Radiationstress-Tensors S;; als Antrieb der Stokesdrift. Fiir
ein inkompressibles Fluid (Kapitel 4.1) in der Schicht s(¢1) < z < s((2) ist der Radiationstress-
Tensor S;; durch (1.7) gegeben. Es wird nur der Beitrag linearer Seegangsmoden v = My beriick-
sichtigt. Die vertikal integrierte Impulsbilanzgleichung der seegangsbehafteten Stromung ist gleich
(1.6), (Koordinatensystem ) _, Kapitel 2.1). Der Impulsflusstensor der mittleren Stromung entspricht
T=p() @@ +Ip+9¢) (¢(z) = pgz Geopotential). In einem, mit der Winkelgeschwindigkeit g,
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rotierenden Koordinatensystem ist der Beitrag der Corioliskraft gleich 2 Q. x (pv).

5(42)8 5(C2)
/ g:;“@ dz = - / {Vx 2+2Qg x({pv)} dz-Vx-S (1.6)
s(C1) s(¢1)

s(¢2) _
5§ F
< / { (1 + =7> p oMy sy + 4§ 5%} dz> (1.7)

5(¢1)

mit

Jiep
I

Fiir eine einfache Scherstromung v, = v.(7) & ist der Faktor F = (v.k?)/ vae von der Kriimmung
851}6 des Geschwindigkeitsprofiles v.(7) abhéngig. Bei positiver Kriimmung (851}6 > 0) von v(9)
wird der Betrag der Diagonal-Elemente von S (1.7) durch den Beitrag von F erhoht. Dahingegen
reduziert eine negative Kriimmung (851)6 < 0) von v¢(§) den Betrag der Komponenten S9.

Unter der Voraussetzung, dass der seegangsinduzierte Impuls v,,; von der Erdrotation unabhéngig
ist, kann der Coriolis-Term 2 Q. X pv,, vernachldssigt werden. Die Massenbilanzgleichung (1.3)
der mittleren Strémung (v) = v, + v,y behilt ihre Form bei. Betrachtet man die phasengemittelte
Hydrodynamik, so fithrt die Energie der sich brechenden Wellen im Wesentlichen zu zwei Effekten.
Die kinetische Energie T' ~ | (v) |* der mittleren Strémung wird erhght und durch den Brandungsstau
im kiistennahen Raum die potentielle Energie V' ~ p g s(¢) des Wasserkorpers vergrofert.

Wird der Ansatz linearer Wellen 6y = v(Mexp i(k - & — ot) in Gleichung (1.7) eingesetzt, dann
erhilt der dreidimensionalen Radiationstress-Tensor in der Tiefe h,(1+() die folgende Form (F = 0).

B k®k cg sinh(2khe(1 + () + 2khe (1 + () cosh(2khe(1 +¢))
S=FElzk t){ [ 2o 4 - sinh(2khe) + 2khe -4 4 sinh?(2kh.) } (18)

Die Wassertiefe h. entspricht der Summe aus Topographischer Tiefe D und mittlerem Wasserstand
7. Zwischen dem Meeresgrund und der Wasseroberfliche variiert die Vertikal-Koordinate ( zwi-
schen (por = —1 und Cgyrp = 0. Bei der Herleitung von (1.8) wurde die Beziehung (1.7) vom Boden
(¢1 = —1) bis zur Position der (-Oberfliche (—1 < (5 < 0) integriert. Der so berechnete Impulsbeitrag
des Seegangs zur mittleren Stromung ist spektral aufgelost und muss noch iiber den Wellenzahlraum
integriert werden.

Das folgende Kapitel behandelt die theoretischen Grundlagen der kanonischen und nicht-kanonischen
Storungsrechnung aus den Kapiteln 3 und 5. Es wurde an dieser Stelle eingefiigt, um die dort verwen-
deten Begriffe einzufiihren. Beim ersten Durchlesen der Arbeit ist es wahrscheinlich einfacher gleich
bis zum néchsten Kapitel 3 vorzublédttern und nur im Fall aufkommender Fragen auf das Kapitel 2
zuriickzukommen.
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Kapitel 2

Symplektische Geometrie und
Hamiltonsche Mechanik

In diesem Kapitel erfolgt eine kurze Einfiihrung in die Grundlagen der symplektischen Geometrie und
Hamiltonschen Mechanik. Néhere Einzelheiten zu diesen Themen und Beweise der Behauptungen
sind in den beiden hervorragenden Biichern von V.I. Arnold [An89] und J.E.Marsden, T.S. Ratiu
[AM99] zu finden. Im Gegensatz zum Rest der Arbeit werden Vektoren und Tensoren in diesem
Kapitel durchgehend in der Komponentenschreibweise dargestellt.

Eine symplektische Form w® auf einer Mannigfaltigkeit M (eine glatte Oberfliiche, die lokal wie der
R™ aussieht) ist eine abgeschlossene, nicht ausgeartete 2-Form. Fiir alle Elemente &, 7 des Tangen-
tialraums T}, M am Punkt m auf M ist die #uBere Ableitung dw™ (&, n) gleich Null (abgeschlossen)
und es existiert fiir alle & # 0 ein 7, so dass w*(&,1) # 0 ist (nicht ausgeartet). Die ,natiirliche®
symplektische Struktur lebt auf dem Kotangentialraum 7}, M (Phasenraum) mit den Koordinaten
(¢%,pi)i=1...n- Unter diesen Voraussetzungen ist die symplektische Form gleich

wE (g, pi)((6q1,0p1), (8qa, 0p2)) = dp2dqy — 6p1 - Oga. (2.1)

Die ¢’ sind generalisierte Koordinaten (Konfigurationsraum (¢‘, ¢*)) und die p; sind die generalisier-
ten Impulse (Phasenraum (q’, p;)). Ein endlichdimensionales Hamiltonsches System ist durch den
Phasenraum, d.h. eine symplektische Mannigfaltigkeit, und einer auf dem Kotangentenbiindel T* M
definierten Funktion, der Hamiltonfunktion H, gegeben. In einem etwas allgemeineren Sinn ist H
keine Funktion, sondern ein Energiefunktional. Das ist eine nicht-lokale Funktion, die von der rdum-
lichen Verteilung aller dynamischen Variablen abhingt. Diese Eigenschaft von H lésst sich aus dem
Hamilton-Prinzip (2.2) ableiten.

t1

4 t [(¢",pi) — H(q",ps)] dt =0 (2.2)

In Gleichung (2.2) kennzeichnet (-, -) die Paarung des Konfigurationsraums mit seinem Dualraum und
¢* ist gleich ¢* = dq’/dt. Die Gleichung (2.2) ist fiir alle Variationen der Kurven c(t) = (¢'(t), pi(t))
im Phasenraum mit festem ¢' an den Endpunkten giiltig, wenn c(t) die Hamiltonschen Gleichun-
gen erfiillt. Fiir ein gegebenes Lagrangefunktional L(¢’,q") = <(ji,pi> + H(q',p;) auf TM ist das
Wirkungsfunktional [ L dt unter Variationen von ¢’ und p; entlang der Kurve c(t) stationér. Nach
dem Anwenden von §¢' = d(dq')/dt in Gleichung (2.2) und partieller Integration erhilt man die

9
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bekannten Hamiltonschen Gleichungen

oo ol

q (2.3)

Der funktionale Charakter von H (Fiir zeitabhingige Felder (¢*(t), p;(t))) macht die Einfiihrung der
Funktionalableitung (2.4) notwendig.

SH OH 4
<5u,;i;> — [ on Sas® = v 7+ <) — () (2.4)

Die Hamiltonschen Gleichungen (2.3) kénnen nun in der folgenden Weise hingeschrieben werden
de(t)/dt = Xg(e(t)) = J-VH, wobei X das Hamiltonsche Vektorfeld und J der schiefsymmetrische
symplektische Tensor ist. Fiir einen 2n dimensionalen symplektischen Vektorraum (M,w®) mit den
kanonischen Koordinaten (¢, p;) ist das Hamiltonsche Vektorfeld gleich Xy = (6H/dp;, —6H /dq")
und der Tensor J;, n,) entspricht —1 fiir (n,m) = (n +1...2n,1..n), 1 fiir (n,m) = (1..n,n + 1...2n)
und 0 sonst (1 ist die n x n Einheitsmatrix). Bei einem ungerade dimensionalen Vektorraum (M, w®)
mit nicht-kanonischen Koordinaten (v, ;) besitzen die Evolutionsgleichungen nicht die Standard-
form (2.3). Sowohl der symplektische Tensor J als auch die symplektische 2-Form w® unterscheiden
sich von ihren kanonischen Entsprechungen. Ein Vektorfeld X (v%, 7;) auf M ist aber immer noch
Hamiltonisch wenn

dH V', m;) - V(i ry) = wi(l/i,Wi)(XH(I/i,TFi),U(Uiﬂi)) Vi = C(1) (2.5)

Die Hamiltonschen Gleichungen entsprechen dem durch X g gegebenen Satz von Differentialgleichun-
gen. Der Fluss von Xy beschreibt die zeitliche Entwicklung des Systems und ist gleich dem Satz von
Abbildungen ¢y : Z — Z, des Phasenraums Z auf sich selbst. Die ausgezeichneten Abbildungen ¢
erfiillen die Hamiltonschen Gleichung (2.6).

dpy o0H 0J;x,
—t =X = Ji(p)~— ik dim e =0, 2.6
dt o H(Sot) J(M) 5luj Eijk 3um ( )

In dieser Gleichung kennzeichnet pu,, = (v, m,,) den dynamischen Vektor, eine Gruppierung aller
dynamischen Variablen zu einem Vektor. Der schiefsymmetrische, ko-symplektische Tensor J;;, erfiillt
die Jacobi Bedingung (2.6b). Wenn J;; invertierbar ist, dann ist das Gleichungssystem (2.6) zu den
kanonischen Hamiltonschen Gleichungen (2.3) dquivalent. Oft aber ist dies nicht der Fall. Dann ist
J;ij singuldr und nur durch Einfiihren von Lagrange-,labels® oder Clebsch-Potentialen kann eine
kanonische Beschreibung des Systems gefunden werden.

Es ist eine der elementarsten Aussagen der Hamiltonschen Mechanik, dass die symplektische Struktur
w® unter dem Hamiltonischen Fluss ¢ erhalten bleibt (w*op; = w*). Dies fithrt zu einer alternativen
Formulierung der Hamiltonschen Dynamik auf (M, w®). Fiir zwei beliebige Funktionen F, H : M —
R auf M kann eine bilineare, schiefsymmetrische Klammer {-,-} definiert werden, welche gleich
der Ableitung von F' in Richtung des Hamiltonschen Flusses ist, wenn H ein Hamiltonfunktional
ist. Solche Klammern, auch Poisson Klammern genannt, entsprechen Abbildungen von F(M), dem
Raum der glatten Funktionen auf M, nach F(M).

Ry =% Fla). @em @)

Beispiel: Unter Verwendung der kanonischen Poisson Klammer {F,H} = 0, F 0p,H — 0, H 0, F
kann Gleichung (2.3) umgeformt werden zu ¢ = {c, H} mit ¢ = (¢*, p;).
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In der hier verwendeten Notation wird die zeitliche Entwicklung von F' € F(M) durch Gleichung
(2.8) festgelegt.
dF OF Op;  OF _ 0H

Eine direkte Konsequenz der Schiefsymmetrie von J ist, dass H eine Erhaltungsgréfie der Bewegung
ist (eqn.(2.8) mit F' = H). Im Allgemeinen entspricht H der Gesamtenergie des Systems. Von allen
Erhaltungssétzen der klassischen Mechanik ist die Energieerhaltung wohl das bekannteste Beispiel.
Wenn das Hamiltonfunktional H sich entlang der Trajektorien Hamiltonscher Dynamik zeitlich nicht
dndert, dann nennt man das System von Differentialgleichungen (2.8) auch autonom. Kanonische
Koordinatentransformationen =, welche die kanonischen dynamischen Gleichungen (2.3) in autonome
Gleichungen iiberfithren sind von grofler Bedeutung fiir die Hamilton-Jacobi Theorie.

Wenn das Funktional H unter Translation in z-Richtung invariant ist oder eine andere kontinuierliche
Symmetrie besitzt, dann existiert ein zeitinvariantes Funktional M, das die Gleichung (2.9b) des
Noether-Theorems erfiillt.

Hu(e + &) = Hu(2)) Jz-f;—fj = (), (2.9)

Gleichung (2.9) ist das Produkt der Schiefsymmetrie von J;; und der Tatsache, dass die Funk-
tionalableitung von H in Richtung einer kontinuierlichen Symmetrie verschwindet. Die Erhaltung
der Energie folgt aus der Zeitinvarianz von H (x = t). Wenn z dahingegen eine rdumliche Ko-
ordinate ist, dann entspricht M der zur Symmetrie gehorenden Impulsinvarianten. Ein weiteres
Beispiel ist die adiabatische Erhaltung der Groflie Wellenwirkung I,. Wenn das Hamiltonfunktional
H(O* 4 27é;, I, t) = H(O* Ij,,t) mit é;, dem i-ten Basisvektor, invariant ist, unter Anderung des
Phasenwinkels 9%, dann ist die Wellenwirkung I, eine Erhaltungsgrofe. Dafiir muss aber zumindest
gewiihrleistet sein, dass H sich iiber eine Periode hinweg nicht dndert. Aus diesem Grund bezeichnet
man die GroBle Wellenwirkung Ij, oft auch als adiabatische Invariante.

_dH 1 dH  O0H Opi _ Ol Iy Ook ;1 0pi; 0Ly dlk
Aok o dt s 09F Ot oy Ot Yoot Yep  dt

0 (2.10)
Bei der Herleitung dieser Gleichung wurde vorausgesetzt, dass die intrinsische Frequenz oy, explizit
zeitunabhéngig ist doy /0t = 0.

Die Struktur der Hamiltonschen Gleichungen wird im Wesentlichen durch die mathematischen Eigen-
schaften des symplektischen Tensors J;; bestimmt. Eine grundsétzliche Unterscheidung erfolgt zwi-
schen kanonischen Systemen mit einem nichtsinguldren Tensor J;; und singuléren nicht-kanonischen
Systemen. Wenn J;; singulér ist, die Determinante von J;; also verschwindet, dann besitzt das Sy-
stem zusétzliche Symmetrien. In diesem Fall bestimmen Casimirfunktionen C' die Topologie der
Mannigfaltigkeit M, auf der sich die Hamiltonsche Dynamik entwickelt. In der hier verwendeten
Notation sind die Funktionen C' Losungen der Gleichung (2.11).

oC

J

0 (2.11)
Die Gleichung (2.11) entspricht der Version des Noether-Theorems (2.9) mit (4;), = 0 (u; homogen).
Zusitzlich zu den durch das Noether-Theorem gegebenen Erhaltungsgrofen (1), # 0 existieren al-
so noch Casimir Invarianten C' € F(M) der Bewegung. Diese Funktionen sind Erste Integrale des
Hamiltonschen Flusses ¢; im Phasenraum. Aus Gleichung (2.11) und (2.8) folgt, dass die Poisson
Klammer ({C,G} = 0) fiir zwei beliebige Funktionen C, G € F(M) verschwindet, wenn C eine
Casimirfunktion ist. Da diese Bedingung natiirlich auch fiir alle Hamiltonfunktionen H erfiillt sein
muss {C, H} = 0, ist die Funktion C selbst eine Erhaltungsgréfie.
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Bei der Untersuchung von Stabilitétseigenschaften des Zustandes p. geht man in der Regel dazu
iiber, das Funktional auf der rechten Seite der Hamiltonschen Gleichung (2.6a) fiir y = . auszu-
werten Oyfil,, = Jij(1)0H/6p|,, . Dabei entspricht p. dem ungestorten Gleichgewichtszustand des
physikalischen Systems. Die Zeit-Unabhéngigkeit von u, i.a. das Verschwinden der linken Sfootno-
teeite dieser Gleichung, sichert aufgrund der moglichen Singularitét von .J;; nicht die Extremalitit
des Hamiltonfunktionals H fiir 4 = p.. Dafiir ist es erforderlich eine ausgewéhlte Casimirfunktion
C zu H zu addieren. Das als Pseudo-Energie bekannte Energiefunktional Ho = H + C' mit den
Eigenschaften

§He
op

oC

52 H
s <
pe  OH

=0, 5~ Dositiv (negativ) definit (2.12)
pe on

o
o

pe

ist nach Definition eine Erhaltungsgrofle, da sowohl H als auch C' es sind, und ist in niedrigster Ord-
nung quadratisch in der Storungsamplitude. Diese beiden Eigenschaften haben H.q,, die kanonische
Hamiltonfunktion, und Ho gemeinsam. Deshalb kann die Pseudo-Energie dazu verwendet werden,
eine Stabilitéits-Norm im Sinne von Liapunov fiir den Zustand p. zu konstruieren.

Eine Moglichkeit, die Dynamik nicht-kanonischer Systeme zu beschreiben, ist die Transformation der
Differentialgleichungen auf dquivalente Gleichungen, die auf Lie-Algebren g leben. Lie-Algebren ha-
ben die angenehme Eigenschaft Vektorrdume (V = T*V) zu sein, auf denen eine bilineare, schiefsym-
metrische Klammer [, 7], (§,7,( € g) definiert ist, welche die Jacobi Identitét [[€, 7], (] + [[C, €], n] +
[[n,¢],€&] = 0 erfiillt. Diese Identitéit sagt uns, dass lokal auf M kanonische Koordinaten existieren.
Die oben eingefiihrte Poisson Klammer ldsst sich nun unter Verwendung der Funktionalableitung
(2.4) auf Lie-Algebren verallgemeinern. Die Funktionalableitung von F' € F(M) am Punkt p € g*
ist das eindeutig bestimmte Element 6F/du € g. Der n-Tupel u ist eine Zusammenfassung aller
raum- und zeitabhéngigen dynamischen Variablen des physikalischen Systems. In diesem Fall sind g,
g* geeignete Vektorrdume und die (£) Lie-Poisson Klammer ist fiir F,G € F(M) durch Gleichung

(2.13) gegeben.
oF 6G

(F.G) =+ <u, [E’ ﬂ > (2.13)
Die nicht-ausgeartete Paarung der Lie Algebra g mit ihrer dualen Algebra g* ist (-,-) und [-,-] : g — g
ist die Jacobi Klammer. Das Duale einer Lie-Algebra ist eine beziiglich der oben definierten Lie-
Poisson Klammer (2.13) gegebene Poisson Mannigfaltigkeit (P, {-,-}). (Beispiel Fester Koérper: (-, )
ist das Skalarprodukt und [, ] ist das Kreuzprodukt.)
Die Lie-Poisson Klammer (2.13) ist eine der wichtigsten nicht-kanonischen Klammern. Sie kann aus
der kanonischen Klammer mit Hilfe der Methode der Reduktion hergeleitet werden. Ein weiterer Weg
ist die direkte Konstruktion der Lie-Poisson Klammern aus der Lie-Algebra beziehungsweise dem
(semidirekten) Produkt von Lie-Algebren mit der Methode der Erweiterung. (Das direkte Produkt
von Lie Algebren fiihrt zu einer Summe von n unabhéngigen Poisson Klammen und ist daher nicht
anwendbar.)
Zu jeder durch die Lie-Algebra Klammer generierten infinitesimalen Symmetrie-Transformation exi-
stiert eine Erhaltungsgrofie. Das ist die Aussage des Noether-Theorems. Beispiel: Fiir eine Symme-
trie in 2-Richtung (z € R?) kann aus den Gleichungen fiir eine zweidimensionale, inkompressible
Strémung dw/dt = 0 (Vorticity w = —V? mit Stromfunktion v, Kapitel 4.1) ein Ausdruck M, fiir
die xz-Komponente des Kelvin-Impulses hergeleitet werden.

M, (z,w) = / ywdz, w;i = €k Va; Vg (2.14)
D

Die beiden Komponenten des Kelvin-Impulses M, und M, = — f z w d?z sind Invarianten der Be-
wegung. Der klassische Impuls [ v d?z kann aus (2.14) durch partielle Integration der Gleichungen
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hergeleitet werden.

Lie-Poisson Systeme lassen Sphéren in dem durch (M., M,) definierten M-Raum unveréndert
d||M||?/dt = 0. Eine Verallgemeinerung dieser Objekte auf beliebige Lie-Algebren wird koadjun-
gierter Orbit genannt. Ein solcher Orbit ist eine Submannigfaltigkeit in g* mit der Eigenschaft von
jedem Lie-Poisson System F' = {F, H} unbeeinflusst zu bleiben. Wie sich herausstellt sind koadjun-
gierte Orbits O ebenfalls Poisson Mannigfaltigkeiten (P,{-,-}). Das ist eine Mannigfaltigkeiten P
zusammen mit einer Poisson Klammer {F, H} fiir die Funktionale F, H : 7(P) — R. Wenn die Lie-
Gruppe endlich dimensional ist, dann ist die Dimension der koadjungierten Orbits geradzahlig und es
ist moglich eine symplektische Struktur w® auf O zu definieren w® (1) (&g+ (1), ng= (1)) = £ (u, [€,7]).
In dieser Gleichung ist © € O und &,n € g. Die infinitesimalen Erzeugenden g+, ng+ der koad-
jungierten Wirkung sind durch &g-(p) = —adgp und g (1) = —adyu gegeben. Hier ist adgp die
zur Lie-Algebra Wirkung ade(n) duale Wirkung. Sie ldsst sich durch Differentiation der Identitét
(u(t),m) nach t € R am Zeitpunkt ¢ = 0 herleiten, wobei u(t) die Kurve u(t) = Ad;(t),l,u in O
ist. In dieser Gleichung bezeichnet Adz( p-1H die koadjungierte Wirkung des Lie-Gruppenelements ¢
auf u € O. Wenn eine Abbildung von P = T'’M nach g*, dem Dualen der Lie-Algebra g, existiert
(M : P — g*) und die durch £ € g erzeugte infinitesimale Bewegung dem Hamiltonschen Vektorfeld
der skalaren Funktion M¢(v™) := M (v™) - £ entspricht

d
Xare(0™) = &p(v™) = pr Trnee(v™), (teRmeM,v" eP), (2.15)
t=0

dann ist M die zur Wirkung der Lie-Gruppe G auf M gehérende Impuls-Abbildung (engl. mo-
mentum map) und ¢, ist der Fluss der infinitesimalen Erzeugenden &aq(m). Beispiele fir Impuls-
Abbildungen sind Drehimpuls und ,,geradliniger“ Impuls fiir kontinuierliche Rotations- und Trans-
lations-Symmetrien in 7*R3 = R3 x R3. Fiir das von uns betrachtete Beispiel

ow o0H

w _ 8 i T = o, _ ! 2 2
5 J(Sw mit J=-0(w,-) und H(¢)= 2/|sz,&| d°z (2.16)
D

eines inkompressiblen (2-D) Fluids ist die auf das Kotangentenbiindel gehobene R3-Wirkung auf
Elemente 2" des R3Y (N Teilchen System) gleich A - (") = (2" + A) und der infinitesimale Ge-
nerator ! ist {panv (w(z™)) = — (W&, ..., wy,€) (N-mal). Fiir eine Abbildung M(£) ist nach Glei-
chung (2.16) das Hamiltonschen Vektorfeld Xps) durch Xy (w) = —0(w,0M(§)/0w) gegeben,
wobei 0(a,b) = azb, — ayb, der (2-D) Jacobi-Operator ist. Es wird nun vorausgesetzt, dass ei-
ne kontinuierliche Symmetrie in Richtung der z-Koordinate vorliegt und w, # 0 beziehungsweise
wy = 0 ist. Der Vergleich Xp;¢) = &psn liefert dann fiir M(§) = M - £ die folgende Gleichung
(OM(&)/0w), = &. Letztendlich erhélt man nach Integration der Gleichung das folgende Ergebnis
M, (&)(w) = [wy d?z - €, was dquivalent zu Gleichung (2.14) ist. Auf die gleiche Weise kann fiir ein
y-symmetrisches Problem M, (¢)(w) = — [ wz d*z hergeleitet werden. Eine mogliche Symmetrie in
Richtung der Winkel-Koordinaten A-(9") = (9™ + A) fiihrt, nach Transformation von J = d(w, -) in
sphérische Koordinaten, zu einer Erhaltungsgleichung fiir den Drehimpuls M y(§)(w) = [ wr? d?x.

Alle Impuls-Abbildungen sind stets bis auf additive Casimirfunktionen C' gegeben, von denen die
Poisson-Mannigfaltigkeit ja unbeeinflusst bleibt. Solche durch die Lie-Poisson Klammer {C,-} =0
gegebenen Funktionen C' : g* — R sind durch ihre Invarianz unter der koadjungierten Wirkung
der Lie-Gruppe G gekennzeichnet. Fiir ein beliebiges ¢ € G und p € g* muss daher gegeben sein,
dass C(Ady-1(p)) = C(u) ist. Nach Differentiation dieser Gleichung nach g in Richtung von £ € g

!Der zur Wirkung von ¢ € g auf R®" gehérende infinitesimale Generator £an ist gleich der nach g € G abgeleiteten
R-Wirkung in Richtung von £ an der Identitéit. Nach Definition der exponentiellen Abbildung (exp : g — G) ist fiir
t € R gegeben das &pan = —Lw (A - (™)) Aceapiieyt=0-
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an der Identitdt g = e ergibt sich als alternative Bedingung dafiir, dass C eine Casimirfunktion
ist adzc/(m,u = 0. Fiir das in Kapitel (4.1) behandelte Beispiel (2.16) werden nun alle moglichen
Casimirfunktionen aus der Lie-Poisson Klammer abgeleitet.

e - +(u[S2])

[ () () e [ () () 20
D D

Die zwischen g und g* existierende Bilinearform ist durch das Skalarprodukt (a,b) = [ a-b d?z und die
Lie-Algebra Klammer durch [a,b] = d(a,b) gegeben. Alle Funktionen C'(w), die explizit unabhéngig
von z = (z,y)” sind, kommen nach Gleichung (2.17) als Kandidat fiir eine Casimirfunktion in Frage.
Speziell fiir C(w) = w ist damit gegeben, dass die potentielle Vorticity w eine Casimirfunktion und
damit keine auf eine infinitesimale Symmetrie von Massenpunkten (Partikeln) zuriickfithrbare Erhal-
tungsgrofle, wie zum Beispiel Energie und Impuls ist. Die Invarianz von w beruht auf der Symmetrie
der Abbildung von Lagrangian zu Eulerschen Koordinaten. Der Ubergang von materiellen Koordi-
naten (Partikel labels) zu rdumlichen Feldern beinhaltet eine zusiitzliche Symmetrie, die ,particle
relabeling“-Symmetrie, welche im urspriinglichen Partikelbild nicht sichtbar gewesen war. Fiir ein
stationédres Stromungsfeld ist die Trajektorie eines beliebigen Fluid-Partikels dadurch ausgezeichnet,
dass alle Partikel die sich zu einem Zeitpunkt ty auf dieser Trajektorie befinden, sich auch fiir al-
le Zeiten t > ty auf ihr befinden werden. Solche Trajektorien sind durch die Casimirfunktionen C'
gekennzeichnet, z.B. C' = [ C(w) d?z fiir das Beispiel (2.16).

2.1 Koordinatensysteme und Bezeichnungen

In dieser Arbeit wird die Wechselwirkung von Seegang und Stromung durch Anwenden von Stérungs-
theorie auf nichtkanonische Hamiltonsche Systeme (3.2) untersucht. Der Ubergang vom Hamilton-
funktional H(u) zum Funktional Heo(p) erlaubt eine Separation der Gleichungen hinsichtlich der
rdumlichen und zeitlichen Skalen, auf denen sich die Dynamik des Gleichgewichtszustandes (Euler-
sche Stromung) pe und der Storung (Seegang) du vollzieht. Dies macht die Einfithrung verschiedener
Koordinatensysteme fiir die jeweilige Ordnung der Stérungsrechnung notwendig. In diesem Abschnitt
werden die gewéhlten Bezeichnungen kurz aufgelistet. Es wird ein einfach zusammenhangender Be-
reich D des R? betrachtet, fiir den verschiedene Koordinatensysteme eingefiihrt werden kénnen.

(1.) Sei >, ={&,9, 2} eine Basis von D. Fiir das urspriingliche hydrodynamische
Gleichungssystem (3.2) besitzt der Ortsvektor z = z, + 6z die Koordinaten-
darstellung = = (x,y,2) = & + yy + z2. Im Allgemeinen sind z,y,z € R
sphérische Koordinaten. B

(2.) Die Vektoren Y, = {&,9,2} bilden eine Orthonormal-Basis von D C R3.
Sowohl der Ortsvektor @7: ox des Seegangs als auch der Ortsvektor X =
0z /e des phasengemittelten Seegangs lassen sich mit (Z,9,2) = ¢(X,Y, Z) als
Linearkombination der Z, 7,z € D darstellen (¢ € R, ¢ < 1). Im Allgemeinen
sind Z,9,2Z € R und XY, Z € R kartesische Koordinaten.

(3.) Die Orthonormal-Basis "4 = {Z, 7, z} von D C R? gestattet es den Ortsvektor
Z. in Eulerschen Koordinaten als Linearkombination der Vektoren z,y,z € D
darzustellen. Im Allgemeinen sind z,y, Z € R sphérische Koordinaten.



Kapitel 3

Die Nicht-Kanonische Theorie

In dieser Arbeit werden Ergebnisse vorgestellt, die auf der Anwendung der von Arnold in [Arn65a]
und [An66b] vorgestelten Methode auf Geohydrodynamische Probleme basieren. Diese, mittlerwei-
le als Energie-Casimir -oder auch Arnold-Methode bekannte Technik, gestattet es, die Stabilitét
eines Hydrodynamischen Flusses zu untersuchen, ohne die entsprechenden dynamischen Gleichun-
gen vorher linearisieren zu miissen. Die Moglichkeit ein von den dynamischen Grofien abhingiges
Phasenraum-Funktional He zu definieren, das eine Erhaltungsgrofie ist und den Stationéren Fluss
als Extremum aufweist fiihrt zur Formulierung eines Kriteriums fiir formale Stabilitdt. Der Fluss
ist in dem Fall stabil, wo das Extremum entweder ein echtes Maximum oder aber ein echtes Mini-
mum ist, nicht aber ein Sattelpunkt. Dahinter steckt die geometrische Veranschaulichung, dass bei
einem vorzeichendefiniten Extremum jeder stationédre Punkt im Phasenraum von einem Satz in sich
geschlossener und ineinender, quasi wie Zwiebelschalen, eingebetteter Unterrdume umgeben ist, auf
denen ein zum Zeitpunkt t = ¢y gestortes System fiir alle Zeiten verharrt. Jeder dieser k-Unterrdume
wird von der zu ihm gehérenden Wirkungsvariable [ charakterisiert.

Von Arnold [Arn65a] wurde der Spezialfall eines homogenen, zweidimensionalen Flusses in einem in-
kompressiblen Fluid (siche Kapitel 4.1) untersucht. Die Existenz des Funktionals H¢ folgt in diesem
Fall aus der Invarianz der Groflen Vorticity und Energie. Ein weiterer Spezialfall, fiir den die Vorti-
city eine Erhaltungsgrofie darstellt, ist der unidirektionale Fluss. Da der Geschwindigkeits-Gradient
Vu stets senkrecht auf dem Vorticity-Vektor w steht, hat die Vektorgleichung dw/dt = ¢ - Vv = 0
den Charakter einer Erhaltungsgleichung (Barokline-und Reibungseffekte werden vernachliissigt).
Im ungleich komplizierteren Fall einer dreidimensionalen Formulierung der Hydrodynamik ist die
rechte Seite von Null verschieden und die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes v keine Invariante
mehr (siehe z.B.[Ped87] Kap.2.). Da aber mit der Abbildung materieller (Lagrangian) Koordinaten
a = (a,b,c) in rdumliche Felder (Eulersche Beschreibung) z = (x,y, z) stets Symmetrien gegeniiber
,particle relabellings® verbunden sind, wird es immer mdoglich sein, neben der Energie H (Zeit-
Symmetrie) weitere Invarianten C' der Bewegung zu finden. Die potentielle Vorticity ¢ als Erhal-
tungsgrofe ist mit ,relabelings“ verkniipft, welche den Jacobi-Operator J(a) = d(a, b, c)/0(z,y, 2)
unbeeinflusst lassen. Die Position eines Teilchens z;(7) = [ z(a, 7)d(a — a;) da wird durch die Label-
Koordinaten g; und die Zeit 7 vollsténdig festgelegt. Im Spezialfall eines homogenen, flachen, mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit f/2 um die vertikale 2-Achse rotierenden Fluid’s (Kap.4.2) fiihrt
die Zuordnung da db = d(Masse)/p, wobei p die konstante Dichte des Fluids ist, nach Einfiihren
der lokalen Wassertiefe h(x) zu der Beziehung da db = h(z) dz dy. Das Funktional H¢ setzt sich
in diesem Fall aus dem Hamiltonian H und der Casimirfunktion C' = [, h C(q) da*® zusammen,
wobei die Potentielle Vorticity ¢ die Form ¢ = (2 -V x v + f)/h annimmt. Dabei ist C(q) eine

15
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beliebige reellwertige Funktion von ¢. Fiir ein inhomogenes, uneingeschriankt tiefes Fluid, dessen
Dichte p eine Funktion des Ortes z ist (O;p + v - Vp = 0), werden sowohl die potentielle Vorticity
q=Vp-(V xuv+ f) als auch das Casimirfunktional C' = [, C(p, q) da® dichteabhéingig [Ab86]. Die
Beziehung d(Masse) = p dx dy dz+V dp, wobei V' das Volumen des betrachteten Fluidelements ist,
fithrt zu Jz(a) = 1+ Vp 1 (dp/dV) =1+ p~1Vp- z. In diesem Fall ist C keine Funktion der Tiefe h
(1.Summand), hingt aber sowohl von ¢ als auch von p ab (2.Summand).

Schon Arnold [Arn65b] und Dikii (1965) [Dik65b] kommen zu dem Schluss, dass fiir die hier vor-
geschlagene Wahl von H¢ die (formale) Stabilitdt des Flusses nicht garantiert werden kann. Im
Allgemeinen ist in keiner Beschreibung der Hydrodynamik 62 H¢, die zweite Variation des Funktio-
nals Hc, vorzeichendefinit. In [Ab86] stellen Abarbanel et al. fest, dass konsistent dazu die Fliisse
aller inkompressiblen, stratifizierten, idealen Fluids nichtlinear instabil gegeniiber Dichtevariationen
innerhalb eines ausreichend hohen Wellenzahlbereichs sind. Ursachen dafiir sind nichtlineare Effek-
te, wie resonante Wechselwirkung der Seegangsmoden oder Arnold-Diffusion. Die Indefinitheit von
§?He, ausgewertet fiir die Gleichgewichtslosung ., gilt sogar dann, wenn das linearisierte Problem
ein rein imaginédres Spektrum besitzt (Spektrale Stabilitéit). Der sich auftuende Widerspruch zum
Kriterium von Richardson, das Stabilitit ! in den Féllen voraussagt, wo die Richardson-Zahl kleiner
als ein Viertel ist, liegt in den unterschiedlichen Begriffen fiir Stabilitét begriindet (Kap.1 [AM99]).
In dieser Arbeit wird formale und damit auch spektrale Stabilitit der Eulerschen Stromung voraus-
gesetzt.

Fiir die linearisierte Dynamik wurde von Ratiu [Ra82] eine Lie-Poisson Klammer hergeleitet (Holm
et al. (1984) [Hol84]). Der Hamiltonian des linearisierten Problems 62 H¢ (p1e) entspricht der zweiten
Variation des Funktionals H¢, ausgewertet fiir die Gleichgewichtslosung pe. Er ist quadratisch in
der Amplitude der Stérung. Das Funktional H¢ setzt sich aus der Hamilton-Funktion und weiteren
Erhaltungsgréfien, wie z.B. Casimir Funktionen, der nichtlinearen Gleichungen zusammen. Daher
ist die erste Variation des Funktionals dH¢ (je) gleich Null und §2He(p.) ist eine Invariante der
linearisierten Dynamik.

In diesem Kapitel wird der Radiationstress S;; unter Verwendung nicht-kanonischer Stérungstheo-
rie berechnet. Die langsam verédnderliche Losung u. der partiellen Differentialgleichungen wird mit
der stationdren Stromung in Eulerschen Koordinaten identifiziert. Dahingegen enthélt die gemittelte
Stromung (u) als gefilterter, auf grofier raumlicher und zeitlicher Skala ablaufender Prozess, bereits
den mittleren Beitrag des Seegangs. Nach Einfiihrung der Zerlegung p = pie + 0 p+e26@ 4 ...
und Entwicklung der dynamischen Gleichungen in eine Stérungsreihe, wobei € mit ¢ < 1 der Pa-
rameter der Entwicklung ist, lisst sich die zeitliche Entwicklung der Stérung n-ter Ordnung 6" p
zur Gleichgewichtslosung . untersuchen. Hier sei auf das Paper von Vaneste und Shepherd [VS98]
verwiesen, wo mittels dieser Methode fiir nicht-kanonische Hamiltonsche Systeme eine Erhaltungs-
gleichung fiir die Grofle Wellenwirkung I hergeleitet worden ist. Auf den Skalen der Stromung
betrachtet, ist die zeitliche Entwicklung des Seegangs eng mit der adiabatischen Invarianz dieser
Grofle verkniipft. Im Gegensatz zu der in Kapitel 3.2.2 hergeleiteten Bilanzgleichung (3.39) wird die
lokale Wirkungsrate 01/9T bei der in [VS98] hergeleiteten Gleichung (3.1) ausschlieflich durch die
réumlichen Wirkungsfliissse Fx = ¢, I (Gruppengeschwindigkeit des Wellenzugs ¢,) balanciert.

ol
o7+ Vx Ex =0 (3.1)

'"Der Begriff der Spektralen Stabilitit basiert auf einer Linearisierung der zu untersuchenden Differentialgleichung
@ = X(u). Nach Einfithrung der Zerlegung u = u. + 6u, wobei du = eMduo die Losung der Eigenwertgleichung
X' (ue) - dup = Aduo ist, erfolgt die Auswertung der Linearisierten Gleichung (6u) = X'(ue) - u in der Nihe der
Fixpunkte u.. X' (ue) (Jacobi-Matrix) bezeichnet die Linearisierung von X (u). Je nach den Eigenschaften der Eigen-
werte A unterscheidet man fiinf Stabilitétsregime (stabiler-und instabiler Fokus, stabiler-und instabiler Knoten und
Sattelpunkt). Ein stabiler Fokus ist durch A € C; Re()\) < 0 gekennzeichnet.
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Nach Voraussetzung ist die Gleichgewichtslosung g stabil und daher, auf den rédumlichen und zeitli-
chen Skalen der Stérung betrachtet, stationir. Der Ubergang vom Hamiltonfunktional H zum Funk-
tional H¢ stellt eine Separation hinsichtlich der Skalen dar, auf denen sich die Dynamik der Losung
8™ ;i vollzieht. Die lineare Wellentheorie ergibt sich als Losung der ersten nicht trivialen Gleichung
niedrigster (erster) Ordnung?. Ein formaler Ausdruck fiir die Divergenz des Radiationstress-Tensors
folgt aus den Storungstermen zweiter Ordnung. Fiir das wohl einfachste strémungsdynamische Bei-
spiel, das eines zweidimensionalen, inkompressiblen Fluids, wird die Stérungsanalyse in Kapitel (4.1)
durchgefiihrt und der Divergenzterm des Radiationstress-Tensors berechnet. Anschliefflend wird in
Kapitel (4.2) fiir den Fall eines zweidimensionalen Flusses in einem homogenen und flachen Gewésser
der seegangsbedingte Stromungsantrieb bestimmt.

Das gekoppelte System Seegang-Stromung kann wie folgt verstanden werden. Durch dufleren An-
trieb (Windinput, Dissipation, etc.) und nichtlineare Effekte wird die Orbitalbewegung der linearen
Moden sténdig gestort. Solange die Voraussetzungen fiir die adiabatische Invarianz von I gegeben
ist (Gleichung (2.10)), fiihrt eine Anderung der intrinsischen Frequenz o zu einer spektralen Umver-
teilung von Energie. In Kapitel 5.2 wird gezeigt, dass der Betrag des Radiationstress-Tensor S;; in
diesem Fall ungleich Null ist. Ein inhomogenes Wellenfeld fiihrt aufgrund der nichtverschwindenden
Divergenz von S;; zu einem zusétzlichen, seegangsinduzierten Antrieb der mittleren Stromung.

Wie in [VS98] wird die Entwicklung der hydrodynamischen Gleichungen unter der Annahme durch-
gefiihrt, dass eine richtungsabhingige Separation der raumlichen und zeitlichen Skalen (Kapitel(3.2)),
auf denen die Prozesse verschiedener Ordnung in ¢ ablaufen, moglich ist 2. In X-Richtung, der Aus-
breitungsrichtung des Seegangs, wird die Amplitude der Wellen oy als langsam verénderlich und auf
groflen rdumlichen Skalen variierend vorausgesetzt. Dahingegen lduft die Dynamik der Phase /¢
auf den typischen rdumlichen ||Z|| = || X || und zeitlichen ¢ = T Skalen (¢ < 1) des Seegangs ab.
Entlang der §-Koordinate des Orthogonalensystems (X, 7) ist die Amplitude des Seegangs schnell
verdnderlich. Fiir 1 kann daher ein W K B-Ansatz (Wenz_el, Kramers, Brillouin) eingefiihrt werden
(Gleichung (3.11), bzw. (3.12)). In jeder Ordnung n der Stérungsanalyse ist 6"y gleich dem Pro-
dukt eines langsam veriinderlichen Faktors p(™) (7, X, T) und einer schnell oszillierenden Funktion

exp(i(X, T)/e).

3.1 Stabilitdtsanalyse

Das Kapitel beginnt mit einer kurzen Wiederholung der verwendeten Begriffe. Auf der zu einer Lie-
Algebra g, das ist ein Vektorraum zusammen mit einer schiefsymmetrischen (schiefhermitischen)
Klammer, welche die Jacobi Identitdt erfiillt, dualen Algebra g* kann eine Lie-Poisson Klammer
{F,H} definiert werden, mit der sich die Bewegungsgleichungen F' = {F, H} in der folgenden Form

hinschreiben lassen.
dF oF 0H
— ={F,H = —, 2
i = o = (|5 50 ]) (32)

Dabei ist p € g*, 0F/éu € g und (-,-) eine nur schwach degenerierte Zweiform. Die Jacobi-Lie
Klammer [a,b] = L,b € g ist fiir ein ideales Fluid gegeben als [v,w] = Y (w’ (9v'/027) —v7 (Ow' /0x7))
und H ist das Hamiltonfunktional H : g* — R. Eine alternative Fassung der Gleichung (3.2) ergibt

’Die Bilanzgleichung niedrigster Ordnung (O(£%)) nimmt durch den Ubergang von H zu Hc ihre triviale Form
fte = 0 an. Die Losung p. = konstant enthélt einen {iber viele Perioden gemittelten Beitrag des Seegangs

3Der urspriinglich von Bretherton (1968)([Bre68]) stammende Ansatz zerlegt die rdumlichen Koordinaten in ,la-
terale“z und ,longitudinale“Koordinaten y und setzt voraus, dass sich das Hamiltonfunktional H in z-Richtung nur
langsam &ndert. -
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sich nach Einfithren der koadjungierten, zu ad(a) - b = [a, b] dualen, Wirkung ad(a)*.
du SH\™
2 _aa = .
o a ( 5#) 1 (3.3)
Vorausgesetzt die Stérung 6y ist klein gegeniiber der Gleichgewichtslésung® y., dann kann der dyna-
mische Vektor p = pe + €dp, von dem H(p) abhéingt, und damit auch §H/du in einer Taylor Reihe
entwickelt werden. Ausgewertet am Gleichgewichts-Punkt p = . im Phasenraum (d/dul|.—) erhélt
man als Ergebnis
0H OH 6?H 6% (0H
— = —, (0, 20— (=—),(udoud 3. 4
(S man)) 42 (5 () Gmd o) ) + Ofac? (3.4
Dabei ist 6 = 6y + 6@ 4 ... und dv € g* ist eine Dummy-Variable die sich aus der Definition
der Funktionalableitung ergibt.

D (F) (1) - o1 = <‘;—i 5u> | (3.5)

Die Argumentation folgt zunéichst Holm (1984) [Hol84]. Die Funktionalableitung D(6H /o) (pe) - dp
ist das lineare Funktional dv € g* — (6°H /642, (61, 6v)). Daher kann mit 6*H = D?H (p.) - (Op1, p1)
der zweite Term in Gleichung (3.4) umgeschrieben werden zu

OH 1 1) 02H B 15(52H)
D (E) (He) 5,& = 5@ <W,(5ﬂ,5ﬂ>> = 5 6((5/1,) . (36)

Entsprechendes gilt auch fiir den dritten Term in Gleichung (3.4), weshalb sich die Taylor-Reihe in
der folgenden Form hinschreiben lésst

OH _6H  ed(8°H)  *0(5°H)
o dpe 2 6(0u) 3 8(ou)

6H et 6(6tH)
+ O 53 —_ — —|— _— . 3-7
&)= 5t T a0 (37)
In diesem Kapitel werden nicht-kanonische Systeme behandelt, deren koadjungierte Lie- Algebra-
wirkung ad(H)* von den dynamischen Variablen p abhéngt. Als néchster Schritt wird deshalb auch
ad(H)* in einer Taylor-Reihe entwickelt.

H * 2 H *
ad(@) s = ad(@) p, + 2 2E 5 L 20" [ad @0
oy dp?

= ad(B)*pe + e (dad(B)* p + ad(B)*ou) +
+¢? (6%ad(B)*p + 2 dad(B)*6p) + O(c?)
In dieser Gleichung kennzeichnet B die jeweiligen Terme von §H/du aus (3.7). Eingesetzt in die
Lie-Poisson Gleichung (3.3) ergeben sich folgende nach ihrer Ordnung in € geordneten Ausdriicke,

welche die Dynamik der stationdren O(£%) und der linearisierten Strémung O(e!) beschreiben sowie
entsprechende Gleichungen fiir die ndchsthoheren Ordnungen.

Su? +0(?) (3.8)

dc/iie = o (650) pe =0 (3.9)
i% d((si;)m = (ﬁ; %%y“e - (3.10)
6%ad (lem; %%)l— 2 dad (i E%%yau

4Um dies zu realisieren wird ein Faktor ¢ < 1 eingefiihrt
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Der Schritt von Gleichung (3.7) und (3.8) zu (3.9) und (3.10) beinhaltet den Ubergang vom Hamil-
tonfunktional H zu dem Funktional Ho = H + C als zu variierende Grofle. Die Erhaltungsgrofie
C ist die Summe von Casimir Funktionen und anderen Invarianten der Bewegung. Das Funktional
Ho = H + C, bestehend aus der Hamiltonfunktion und dem Funktional C, besitzt die Eigenschaft
fir die Gleichgewichtslosung p. ausgewertet, extremal zu werden dHc /6y, = 0.

Die beiden Gleichungen (3.9) und (3.10) bilden den Satz von Ausgangsgleichungen fiir die weitere
Storungsanalyse. Dazu werden sie nach den auftretenden Ordnungen in € sortiert. Dabei zeigt Glei-
chung (3.9) was vorausgesetzt worden ist. Die Gleichgewichtslosung . ist stationér. Die linearisierte
Dynamik ist Hamiltonisch beziiglich einer Poisson Klammer, die sich entsprechend Gleichung (3.10)
(erste Zeile, | = 2) zu {G,H}1 = (e, [0G /6, 0H/5p]) ergibt [Hol84]. Die Poisson Klammer erfiillt
die Jacobi-Identitét. Im Unterschied zu (4.4) ist der Koeffizient u. € g* konstant. Von Ratiu [Ra82]
wurde gezeigt, dass {G, H}; eine Lie-Poisson Klammer ist. Die zur ,Loop“-Algebra g gehorende
duale Subalgebra g* ist eine Lie-Algebra, welche die Poisson-Submannigfaltigkeit P,,, auf der die
linearisierte Dynamik stattfindet, definiert. Fiir ein System mit n Freiheitsgraden, dessen Trajektori-
en auf einem n-Torus liegen, formen die generierten koadjungierten Orbits der Lie-Gruppe G Loops,
welche den Fluss von g* auf dem n-Torus kennzeichnen. Die Wirkungsvariable Iy, die sich aus der ka-
nonischen Transformation der linearisierten Bewegungsgleichungen mit der Hamiltonfunktion 62 He
(Gleichung (3.10)) ergibt, charakterisiert den Torus, auf dem sich die Orbits befinden.

Durch Ausnutzen der FEigenschaften der Jacobi-Lie Klammer ldsst sich leicht nachpriifen, dass
{G,H}s = (6, [0G/dp,0H /op]) ebenfalls die Jacobi-Identitét erfiillt, und damit eine Lie-Poisson
Klammer ist. Die Gleichung (3.10) zweiter Ordnung der Storungsreihe ist unter der Einschréinkung
der Linearitit von 0 H/§pu Hamiltonisch. Sie beschreibt den Einfluss der Stokesdrift auf die Stromung.
Durch die Entwicklung der Gleichung (3.3) bis zur zweiten Ordnung und héher ergeben sich Tra-
jektorien der Fluidpartikel im Konfigurationsraum, die nicht linger geschlossen sein miissen. Im
Rahmen dieser Arbeit gehen wir davon aus, dass auch das gestorte Problem integrabel ist. Dies ist
eine Arbeitshypothese und daher nicht immer gegeben. Sie sichert aber, dass auch die Trajektorien
des gestorten Systems ebenfalls auf einem Iygisung-Torus liegen. Wie aus Kapitel (1.2.2) bekannt
ist, beschreibt die Stokes-Drift den nach Phasenmittelung residualen Anteil des Seegangs an der
mittleren Stromung. Die O(e?)-Anteile der Gleichung (3.10) enthalten deshalb die Divergenz des
Radiationstress-Tensors ([LoS62]) als seegangsinduzierten Beitrag.

Nun noch einige Bemerkungen zu den Stabilitéitseigenschaften des gekoppelten Systems Seegang-
Stromung. Energie-Casimir Methode (Kapitel (2)): Die Gleichgewichtslosung g ist formal stabil,
solange die erste Variation von Hg ausgewertet bei p. verschwindet, und die zweite Variation
Vorzeichen-Definit ist (62Hc(j.) stets > 0 oder < 0). Damit definiert 62H¢ eine Norm im Raum
der Storungen 6. Da 02H¢ ein Hamilton-Funktional und damit eine Konstante der Bewegung ist
bleibt eine Losung der Gleichungen (3.9), (3.10) die sich zum Zeitpunkt ¢y auf einer durch die Norm
gegebenen Energiefléiche (Sphére) befunden hat fiir alle Zeiten ¢ auf dieser (Liapunov Stabilitét).
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3.2 Die WK B-Lo6sung

In diesem Kapitel wird ein karthesisches Koordinatensystem zur Beschreibung der Wechselwirkung
von Stromung und Seegang verwendet. Es sei > , = {Z; | ¢ € (1,2)} eine Orthonormal-Basis
des 2-dimensionalen Ortsraumes und die Koordinatenachse Z; stets parallel zur Richtung der Wel-
lenausbreitung. Die Seegangsamplitude dndert sich in Z;-Richtung auf rdumlichen und zeitlichen
Skalen (X, T), die viel grofler sind als die Skalen der Phasendynamik. Deshalb ist es moglich, einen
W K B-Ansatz fiir die Beschreibung des Seegangs einzufiihren. (X,T') kennzeichnet die Skalen des
phasengemittelten Seegangs. In &o-Richtung (z, = ¢) hingt der Wellenansatz ausschlieSlich von den
Skalen (§j = €Y, t = T') des Seegangs du (¢ < 1) ab.

Unter Verwendung der von Wenzel, Kramer und Brillouin eingefiihrten W K B-Methode® werden
analytische Losungen des Systems von Differentialgleichungen (3.9), (3.10) ermittelt. Im allgemeinen
Fall besitzen Wellen, die durch einen inhomogenen Ozean mit variirender Stromung und verénderli-
chen Wassertiefen propagieren, keine analytischen Eigenfunktionen. Nur fiir einige Spezialfille lassen
sich Losungen angeben, ohne auf numerische Simulationstechniken zuriickgreifen zu miissen. Wenn
die Wellen aber durch ein Medium propagieren, das auf typischen rdumlichen und zeitlichen Skalen
(X, T) variiert die viel groBer als die Wellenléinge A und die Periode 7 des Seegangs (A, 7) = e(||X |, T')
(e < 1) sind, dann kann als Approximation fiir du eine W K B-Wellenfunktion angesetzt werden. Die
Wellenzahl k(X)) = kon(X) ist unter dieser Voraussetzung eine lokale, nur iiber den Refraktionsindex
n(X) vom Ort® X abhiingige Funktion. Nicht explizit ortsabhiingige Ansitze n = n(A(X)) entspre-
chen daher Fouriemoden”. Hierbei kennzeichnet A = (A1(X,T),A2(X,T),...) den Satz aller von X
und T explizit abhéngigen Parameter. Die Wellenzahl k und die Frequenz o der W K B-Wellen sind
durch k(X,T) = VxO und o(X,T) = —00 /0T gegeben. Es gelten die bekannten Relationen: Die
Divergenz V xk ist symmetrisch Vxk = (Vxk) und 0k/0t — Vxo = 0. Fiir das Gleichungssystems
(3.9), (3.10) stellt der W K B-Ansatz eine Entwicklung der Stérung du nach schnell oszillierenden pe-
riodischen Funktionen 6( i dar, deren Amplitude a(™ sich auf den Skalen der mittleren Strémung
andert.

op =3 ey an (m) (/IOXLT) | ¢ e (3.11)

Die eingefiihrte Abkiirzung c.c. bezeichnet das komplex-konjugierte des vorigen Terms. Wie in [VS98|
wird in Gleichung (3.11) eine Separation der Phasenfunktion ©(X,y,7) = (X, T) + 0(k,y, A)
durchgefithrt und die entstehenden Terme o™ (X, T)exp(if(k, §, A)) werden zu p(™ zusammenge-
fasst. In Propagationsrichtung der Wellen z; = eX ist die Evolution der Phase durch NX,T)
gegeben. Dahingegen beschreibt © = €0(k, 3y, A) die Dynamik der Phase in Richtung des (Z, = 7)-
Basisvektors. Nach Einsetzen des W K B-Ansatzes (3.12) N

Zf " (g, X, T)elWoED) e (3.12)

S5Urspriinglich wurde die W K B-Methode von Lord Rayleigh (1912) entwickelt um die Propagation von optischen
Storungen durch inhomogene Medien zu untersuchen.

Snicht aber von Gradienten Vx (-)

"Phasenfunktion der Fouriemoden: ©(X) = [X k(A(X',T")) dX' — [} o(A(X',T")) dT" = kX — oT
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in die Gleichung (3.10) (Gleichung (3.9) wird ausgelassen) und mehrfachem Anwenden der Produkt-
regeln

5 ik — 1~
Vyd™My = M(nﬁ‘vﬁmug—a(% = Vxd®p+ ZVxs™, (3.13)
d M 0 o
7 = et - (3.14)

erhélt man das folgende Gleichungssystem als Zwischenergebnis.

m=2 n n) s(n ;
e (0 6 _io sy
e \ o pum ¢

1 —~ % JR— *
u) == ad(heop)* e — ad(hedp) e — (3.15)
=1

3

1 ~ * — * 1~ * - *
—e (E dad(hcdp) 1+ dad(hcdp) 1+ B ad(hcop) dp + ad(hcdp) (M)

1 o~ 2 ~
—e? (E 6%ad(hedp) p + . 5ad(hc5,u)*5ﬂ) +0(e?)

Dabei wurde ausgenutzt, dass sich die Ableitungen wie folgt transformieren Vx = eVy, d/dT" = ed/dt
und die folgende Abkiirzung

m+1 n m m
3 e"d("He) _ S e V=5 Y e hB0u = heop (3.16)
i e o0p) = n=1 (k>0,>1,k-+l=n) ’

(k)
c

eingefithrt. Da aus dem Kontext ersichtlich ist, ob gerade von h’ oder hc die Rede ist, wird um

unnotige Schreibarbeit zu sparen fiir k£ = 0 auf eine Kennzeichnung der Ordnung (k) in h(ck ) verzich-
tet. Sowohl die hier betrachteten Funktionale H und C' als auch die Klammer ad(-)* sind explizit
unabhéingig von X und 7. Auflerdem enthalten die zu differenzierenden Terme ausschliefSlich Funk-
tionen F(p) der dynamischen GroBen® p. Die bei der Berechnung der koadjungierten Wirkung in
beiden Eingéngen zu bildenden Ableitungen sind, wie in Gleichung (3.13) und (3.14), durch gestreck-
te bzw. geschwungene (Tilde), Linien gekennzeichnet® worden.

Das in Gleichung (3.15) eingefiihrte Funktional h¢ ist ein Differentialoperator, der auf den dynami-
schen Zustandsvektor du des gestorten Systems wirkt!?. Fiir ihn gelten die in (3.13) und (3.14) ein-
gefiihrten Operator-Regeln. Die Storungsanalyse von (3.3) beinhaltet daher auch eine weiterfithrende
Zerlegung der linken (LHS) und rechten Seite (RH.S) von Gleichung (3.15) unter Verwendung der

8Die Funktionale H, C' und die coadjungierte Wirkung ad(-)* enthalten keine weiteren orts-und zeitabhingigen
Funktionen.

9Wenn Ableitungen der Amplitude p™ zu bilden sind, oder im Fall F = F(u.), dann ist dies mit ad abgekiirzt
worden, andernfalls, wenn die Phasenfunktion ¢ differenziert wird, mit ad.

OWie auch die koadjungierte Wirkung ad”* ist k¢ ein Differentialoperator.
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folgenden Beziehungen.

e (OVu™ My o=,

"o (10u™ VM o -
S e D R v 2 ()
+Z € (e or ™ EQV5 Y
RHS(eq(3.15))

—~ mon—1 /__ —(n— * ~ (~(n *
éad(hcéu)*u = ;68 (ad(h(c 1)6u> u—|—§ad(h(0)5u) u) (3.18)

ad(hgdu)'u = Zg < ( )5u) u+— <(" 1)5u) > (3.19)

Der Wechsel in der Bezeichnung des Vektors der dynamischen Grolen von (..., q,...) (Potentielle
Vorticity q) zu u(...,v,...) kennzeichnet die Wahl des Eulerschen Geschwindigkeitfeldes v als neuen
physikalischen Parameter. Die in Gleichung (3.17) eingefiihrten Operatoren V und e 'V haben
deshalb auch nicht die Bedeutung eines Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes v, sondern stehen fiir
die bei der Berechnung der potentiellen Vorticity ¢ auf v wirkenden Ableltungsoperautoren11

3.2.1 Gleichung der Ordnung O(g)

Nach dem Einsetzen des WK B-Ansatzes du = My + &6y + ... (5(":0)u = ue) in die RHS-
Terme (3.18), (3.19) und anschlieBendem Ordnen'? der entstehenden Terme nach den auftretenden
Potenzen von e erhilt man folgende Gleichung in niedrigster Ordnung von ¢.

LoWy = —;&(ﬁcé(l)u> *ue +ioVéWMyu =0 Notation: ﬁg)ﬁﬁc (3.20)

Der in Gleichung (3.20) definierte lineare Operator L beschreibt die Dynamik linearer Seegangsmo-
den. Nach Multiplizieren dieser Gleichung von links mit dem , bra“-Vektor <ﬁ05(1)u‘ erhilt man

aufgrund der Tatsache das h¢ ein hermitescher Operator ist folgenden Ausdruck fiir die Energie aa*
linearer Moden 6.

E = <5(1)u , Bcﬁé(l)u> = 1 <5(1)u . he éﬁ(ﬁcé(l)u)*ue> (3.21)

10
Aufgrund der Eigenschaften'® der koadjungierten Lie-Algebra Wirkung'* ad* und der Gleichung
(3.20) ist folgende Beziehung gegeben

-~ (oho ) ) _5h0 (1) _Ohc . = )
hc ad( 8T6 u| ue = 8T (h 1) ) aT 10 Vo\u . (3.22)

1Fiir den in Kapitel (4.1) betrachteten Fall eines homogenen und nicht-viskosen Mediums, dessen zeitliche Entwick-
lung auf einer Aquipotentialﬂ'ache untersucht wird, ist die Vorticity V x v gleich der potentiellen Vorticity ¢ und v
und e 7'V stehen fiir den Rotationsoperator.

12V/or dem Ordnen der Terme wurden die Ausgangsgleichungen mit e multipliziert.

3Fiir ein Lie-Algebra Element b € g ist die zu ady(c) (ady : g — g, ¢ — [b, ¢]) duale Lie-Algebra Wirkung gegeben
als adp(7)" und es gilt < adp™(y),c >=< v,adg(c) > mit (y € g¥).

Die Lie-Algebra Klammer eines idealen Fluids ist gleich der negativen Jacobi-Lie Klammer fiir Vektorfelder. Fiir
b,c € g ist die Jacobi-Lie Klammer durch ady(c) = [b,c] = (c¢- V)b — (b- V)e = 37.(¢;V;bi — b;Vjci) gegeben. Die
zu g duale Lie-Algebra g* wird durch Wahl des Dupels < (), (-) >= [, (-) - (:)d"z mit g identifiziert. Nach partieller
Integration folgt die Beziehung: [, h-ady(c)ud"z = [ h-[(c-V)b—(b-V)d -ud'z=— [,c-[(b-V)h—(h-V)b]-
wd'z = — [, c-ady(h)"u d"z, wenn h symmetrisch ist.
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Aus der Erhaltungsgleichung dE /dT = 0 folgt zusammen mit Gleichung (3.23) ein Ausdruck fiir die
totale Zeitableitung der Energie.

dE d (1 -~ * dhe =
e T 1 (1) 1, HC gs)
0 1T 0T (ia) <5 u, he ad(hcé u) ue> + <6 U, o Vé u>
1 - d —~ /~ *
il 1 el 1)
+ (ia) <5 u, he dTad<h06 u) ue> (3.23)

Solange in Gleichung (3.23) die Klammer ad* nur von den Gleichgewichtsgrofien u, abhéngt ist die
koadjungierte Lie-Algebra Wirkung stationér. Im néchsten Abschnitt wird die Beziehung (3.23) dazu
verwendet eine Bilanzgleichung fiir die Grofle Wirkung linearer Seegangsmoden herzuleiten.

3.2.2 Gleichung der Ordnung O(c')

Die Storungsanalyse muss noch mindestens bis zur nichst hoheren Ordnung O(e) vorangebracht
werden, um die zeitliche Entwicklung der Amplitude ™) (§(Mu = (V) exp i( + /<)) untersuchen
zu koénnen.

L§Py = o VP — ;a(ﬁcé(mu)*ue Notation: B(Cg)éﬁc (3.24)
ouM vy
or u
+dad <l~105(1)u)* Ue + ad <?L(Cl)5(1)u)* Ue + ;é(ﬁcd(l)u)*é(l)u

L6y = — ioVoWu+ad (had W) "t + ad (hoo™u) e (3.25)

Die Energiekorrekturen & = a(l)(a(l))* erster Ordnung zur Grundzustandsenergie des ungestorten
Systems ergeben sich nach Multiplikation der Gleichung (3.24) von links mit dem bra-Vektor!®

<l~zc 5(1)u’. Das Ergebnis (3.24) kann durch Einsetzen der Gleichung (3.20) (O(1)) weiter vereinfacht

werden. Aufgrund der Schiefsymmetrie der Jacobi-Lie Klammer ist folgende Beziehung gegeben

<ﬁ05(1)u, L5(2)u> = <ﬁ05(1)u, féa(iLC(S(z)u)*ue +ia@6(2)u>

< ;1\(1(}305(1);0 *,ue —ioVeWM ﬁcé(z)u> =0. (3.26)
Setzt man das Resultat in Gleichung (3.25) ein und nutzt aus, dass

ﬁ(ﬁcé(l)uy% = Vi [aﬁ(ﬁcd(l)u>*ue] —vada}i<ﬁcé(l)u)*ue und
;a(ﬁcé(l)u)*ue = V- [5& (ﬁcé(l)u)* ue} — V- ad (ﬁcﬁ(l)u)* Ue (3.27)

—ad (ﬁh . ﬁc 5(1)u>* Ue

5Nach Dirac wird jedem ket-Vektor |¢) ein zu ihm dualer bra-Vektor (| zugeordnet. Das Produkt beider Vektoren
ist die Skalarproduktklammer (¢|p) (bra-c-ket).
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(Definitionen: ad(a)*u, =: afd(vada)*u6 . hedWy =: he - vhé(l)u) so erhilt man eine von 6w
unabhiingige Bilanzgleichung fiir die Energie! £ linearer Seegangsmoden.

- M v S
0 = <6(1)u, h du m> —i0 <6(1)u, hCV5(1)u> (3.28)

T u®
i (600, heVaa - [Viad (hod V) ue| +he T - [ad (Vihoo@u) ue| )
+i (60w, he Ty -ad (VihesVu) ue + ho ad (V- Vihe 60u) u )
+i (600, hVaaVaad (hesVu) ue) + (60w, 1m® 50u)

In dieser Gleichung wurde ausgenutzt, dass aus der Definition e V5™ = ikd(™y folgt das By =
B Vgd™uy = —iV,8 - Vgd™u, wobei B entweder fiir das Funktional he oder fiir die Klammer
ad* steht. In der hier verwendeten Notation kennzeichnet Vg (mit B = h oder B = ad) die in
he und ad* auftretenden Differentialoperatoren, welche auf die Losung (=Seegang) der Gleichung
n-ter Ordnung 6w wirken. Der in Gleichung(3.28) definierte Operator 1 m() enthilt ausschlieBlich
imaginédre Terme.

1 60y = e bad (hedWu) e + he ad (AY6Wu) u, + (3.29)
+he ad (ﬁcé(l)u> *5(1)u
Gleichung (3.28) kann durch Einsetzen der Gleichung (3.21) weiter vereinfacht werden. Dazu wird
Gleichung (3.21) nach der Wellenzahl k abgeleitet!” und die Definition der Gruppengeschwindigkeit
¢y, = Vo eingefiihrt.
E Qg + (vkE)U = —1i <6(1)u 5 iLC Vk;a<iLc(5(1)u)*ue + iLC ;&(Vkibc5(1)u>*ue>
= —1 <5(1)u , ﬁc Vké\&(ﬁcé(l)u) *ue + V;ch (ia @5(1)u)> (3.30)

Nach dem Einsetzen der Gleichung (3.30) in die zweite Zeile der Gleichung (3.28) und dem Aus-
nutzen der Beziehung (3.31) (Terme die zeifache Ableitungen V - Vi(...) enthalten bleiben dabei
unberiicksichtigt.)

YV -Vi(Eo) =VE - Vo + ViE -Vo (3.31)

erhélt man folgenden Ausdruck (mit Vo = ¢, und V0 = —k) fiir die Energiebilanz des Seegangs.

0 = <(5(1)u , izcag—;)%> — o <5(1)u , ﬁcv5(1)u> +VE - Cq T+ VkE Tk
i <6(1>u, [N“) n Im(l)} 6(1)u> i <5(1)u , (Wm) Vi [z’a%(l)ub . (3.32)

In der zweiten Zeile von Gleichung (3.32) wurde die Definition des linearen Operators L eingesetzt
und die abkiirzende Schreibweise

ND 5y = (WC) ija\d/ (ﬁcé(l)u)*ue + ﬁc V- ad <Vkl~10(5(1)u>* Ue

+1307 ngc/l<l~105(1)u>*ue + iLC ad (Vh . VkiNLc (5(1)u)* Ug

Wie aus dem Abschnitt 1.2.1 bekannt ist, kann anstelle der Seegangsenergie % pg€ das Amplitudenquadrat £
betrachtet werden, wenn die Dichte des Wassers p konstant ist.

"Die koadjungierte Wirkung ad ist nach Definition von k abhéngig.
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eingefiihrt. Die beiden von (io) abhéngigen Terme lassen sich zusammenfassen
—iaﬁcvé(l)u +1 (ﬁizc) 10 Vkﬁé(l)u = —io ilc' (V(;(l)u) — 10 <7i~10) sy
= -V (iU BC 5(1)u> + (vld) ilc(s(l)u

und nach Multiplikation von links mit <5(1)u} sowie nochmaligem Ausnutzen der Beziehung (3.30)
in die folgende Gestalt bringen (nur der zweite Term).

YUU <5< Vu | io he 5<1>u> 7: <5(1)u Vihe io V5 > (3.33)
_ VUE 7: <6(1)u hcvkad (hc5( ) ) >

Bei der Herleitung von Gleichung (3.33) wurde vorausgesetzt, dass o von der Wellenzahl k nicht
abhéngt und vor die Ableitung in der zweiten Zeile von (3.32) gezogen werden kann. Dieser Fehler
wird nun dadurch wieder korrigiert, dass zu Gleichung (3.33) noch die beiden Terme auf der rechten
Seite von (3.34) addiert werden'®

_YVko <5<1>u thzaV5()> - Ve (3.34)
ZO' o

Vio <5<1>u heVad (hca<1>) >

ZO'

Das Ergebnis der Gleichung nullter Ordnung in e (3.23) kann auch dazu verwendet werden, den
ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.32) umzuformen.

= ou® vy oF Ohe =~ _OE 90 E
(1) _ M, e gsm oL 9o
<(S us ho—gm = ar —\? ar VO ) =9 “are T

sy 7 (s M)
- <5 u, hograd (hcé u) u> (3.35)

Nach Einsetzen aller Zwischenergebnisse (3.33), (3.34) und (3.35) in Gleichung (3.32) erhilt man
folgende Beziehung.

OF Jo = ] E
0 = o= +VE ¢+ Vb k—[a—T+(Vo—)-gg+Wa-k]; (3.36)
+ L <5(1)u , 7Lc abl 5(1)u> + 1 <5(1)U ) N® 5(1)U>
g

Die in Gleichung (3.36) definierte Abkiirzung abl enthilt alle Ableitungen der koadjungierten Lie-
Algebra Wirkung aus den Gleichungen (3.33), (3.34) und (3.35).

0 —~ /~ * . —~ *
abl Wy = 8_Tad (hcé(l)u> Ue + (VJ) Viad (hcé(l)u) Ue
+ (Vi0) ¥ ad (oo V) e (3.37)

Nach Multiplikation mit (ik)~3 ist die Energiebilanz des Seegangs durch den Realteil von Gleichung
(3.36) gegeben. Als Néchstes wird deshalb Gleichung (3.36) in Real- und Imaginérteil aufgespaltet.

®n die rechte Seite von Gleichung (3.34) wurde der Gradient von o eingesetazt.
El=—-EVo=i <(5(1>u , heVaad (fzcé(”u) te + Vhe(io @(5(1)u)>
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Dabei muss beachtet werden, dass der Operator hod(Du zweifache Ableitungen des dynamischen
Vektors 6D u enthilt und der Wertebereich von he und BC deshalb eine Teilmenge der reellen Zah-
len ist. Wie aus der Nebenrechnung (3.38) und Gleichung (3.39) hervorgeht sind die Terme der
ersten Zeile reell. Die in der zweiten Zeile von (3.36) zusammengefassten Terme konnen gegenein-
ander gekiirzt werden (Anhang A2: Kapitel 10.3). Auch die Terme der dritten Zeile brauchen nicht
betrachtet zu werden, da sie ausschliellich imaginére Groflen enthalten. Die Wirkungsbilanzgleichung
(3.39) entspricht dem Realteil der ersten Zeile von (3.36), nach Multiplikation mit (ik)~3. Wenn der
W K B-Ansatz (3.12) (mit ko = (ik)2he und VoW = ikéWy)

E = <6(1)u, ﬁcﬁé(l)u> = <u(1) , iLc (zk)3 u(1)>

= a® (" <6xp(i9), he exp(i9)> (ik)® =: EF (ik)® (3.38)

in Gleichung (3.36) eingesetzt wird, dann erhiilt man nach Definieren der Funktionale & = a() (a("))”
und F die folgende Bilanzgleichung fiir die Grofie Wellenwirkung I = EF /0.

(0B . N (o N
Re[a(wﬂm'%wkﬂ@)‘(a—T+(W)-gg+<vka>-@)§]—
L (0EFlr  GEF O EF N s AT
( TR @)(m) = S5 ) =0 (3.39)

Die Gleichung (3.39) ist eine nicht-kanonische Bilanzgleichung fiir die Grofie Wellenwirkung. Sie ent-
spricht der kanonischen Wirkungsbilanzgleichung!® fiir F gleich 1. In Kapitel 4.1 wird der Spezialfall
einer Scherstréomung v, = v.(§)x auf der (%,9,7 = konst.)—Ebene des R? behandelt. Fiir diesen
einfachen Fall ist F gleich F = (1 + v, k?/ (9511@). Die formale Stabilitdt der planparallelen Stromung
v, ist unter der Voraussetzung gewéhrleistet, dass v,/ 851}6 fiir alle Zeiten positiv oder negativ ist
und durch a, A € R beschrinkt wird: 0 < a < |ve/ 851;6\ < A < oo. Fiir solche Scherstromungen ist
die Grole Wellenwirkung (3.39) bzw. (4.25) eine Invariante der Bewegung.

Die Groflenordnung des Casimirbeitrags zu dem skalaren Faktor F wird nun anhand eines einfa-
chen Beispiels abgeschétzt. Betrachtet wird eine ebene Poiseuille-Stréomung zwischen zwei unendlich
ausgedehnten, starren Platten ([Pij90] p. 266). Nach einer gewissen Einlauflinge ergibt sich ein sta-
tiondres, zweidimensionales Stromungsprofil (3.40), das lediglich vom Plattenabstand 2b und dem
Druckgradienten dp/0% in Stromungsrichtung abhéngt. Es wird ein orthonormales Koordinatensy-
stem verwendet, dessen Ursprung sich auf einer der beiden Platten befindet. Das Wasser fliefit in
Z-Richtung und das parabolische Stromungsprofil hangt nur von der g-Koordinate ab. Die Position
der beiden parallelen Platten ist durch § = 0 und y = 2b gegeben. In der Mitte zwischen den Platten
ist die Stromung gleich v, = v, (g = b). Fiir ein Fluid mit der Dichte p und der Viskositét v erhélt
man das folgende Ergebnis.

N 9 b i
Up = (b — Q) i Yeo mit v, = ——ia—{? (3.40)

2 b2

Der skalare Faktor F = 1+ F ist unter diesen Voraussetzungen gleich (3.41). Nach Reskalierung der
y-Koordinate g = ab (& € [0,2]) erhélt man die folgende Beziehung

_ o k2 J A
F= ggv = (g - b) i = (% - 1) ab?k?. (3.41)
Y €

In dem hier untersuchten Beispiel breiten sich die Wellen in Richtung der Strémung aus. Der ebene
Wellen-Ansatz héngt aber nicht von der y-Koordinate quer zu den parallelen Platten ab.

"“Die mittlere Strémung (v) wird in der Dispersionsrelation des Wellenzuges beriicksichtigt cq = Vo + (v).
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Fiir F = 1 sind die Wirkungsbeitrige des Hamilton- und Casimirfunktionals von der gleichen Gréflen-
ordnung. In diesem Fall folgt aus Gleichung (3.41) die Beziehung (3.42) zwischen der Wellenlénge
A = 27 /k und dem Plattenabstand als charakteristischem Maf} der Stromscherung.

r a ) A

F=1 (2 l)abk = b N/ (3.42)
In der Mitte zwischen den Platten ist b = A/v/2 m = v/2/k maximal. Fiir Seegangsmoden, die im
Wellenzahlbereich des k-Modells (0.01 m~! < k < 1.72 m~!) enthalten sind, ergeben sich Abstands-
werte, die in dem Bereich 0.8 m < b < 141.4 m liegen. Damit ist b kleiner als die Wellenlange
des Seegangs 3.6 m < A < 628.3 m. Auf dem offenen Meer werden solche Stromungsprofile nicht
beobachtet. Dort ist die Kriimmung 85116 kleiner, was groBeren b-Werten entspricht. Der Faktor F
ist dadurch grofler als Eins. Unter diesen Umstinden ist der Wirkungsbeitrag des Casimirfunktio-
nals, der eine stabile Eulersche Stromung gewéhrleistet, grofier als der Beitrag des Hamiltonfunk-
tionals. Letzterer beschreibt die zeitliche Entwicklung des Seegangs, fiir eine Eulersche Stromung
vom Betrage Null. Damit widerspricht das Ergebnis der Annahme, dass herkdmmliche Wellenmo-
delle ohne Casimirbeitrag die Seegangsverhiltnisse objektiv beschreiben kénnen. Die Frage ist also,
welcher bisher unberiicksichtigte Mechanismus den Casimirbeitrag reduziert und zu einer Anglei-
chung der Ergebnisse kanonischer (F = 0) und nicht kanonischer Modelle (F # 0) fiihrt. Dies kann
nur die Dissipation von Seegangsenergie bewirken. In Gleichung (3.39) bleibt der Nettoeffekt der
Source-Funktionen unberiicksichtigt. Darauf wird in der Einleitung von Kapitel 8 nidher eingegan-
gen. Zusétzlich zum Casimirbeitrag wirkt die Dissipation von Seegangsenergie stabilisierend auf das
Gesamtsystem. Hier muss daran erinnert werden, dass die Stabilitdt der Eulerschen Stréomung bisher
stets voraussgesetzt worden ist. Der homogene Stromungszustand 85% ~ ( ist aber hochgradig insta-
bil. Um die Amplitude der anwachsenden Stérung (Seegang) zu begrenzen, muss der Casimirbeitrag
(3.42) zur Wellenwirkung grofie Werte annehmen. Dahingegen wird bei einem negativen Nettoeffekt
der Source-Funktionen, d.h. iberwiegender Dissipation, der Casimirbeitrag reduziert. Dieser Beitrag
ist unter der Voraussetzung klein, dass die Dissipation von Wellenenergie der Hauptmechanismus fiir
die Stabilisierung des Gesamtsystems Seegang & Stromung ist. Formuliert man das Ergebnis in der
folgenden Weise werden die Implikationen dieser Aussage noch etwas deutlicher. Ohne Dissipations-
prozesse zu beriicksichtigen ist der Faktor F nur fiir sehr groe Wellenliingen eine kleine Zahl. Solche
Werte sind fiir Seegangsmoden untypisch. Ublicherweise werden Seegangs- und Stromungsverhélt-
nisse beobachtet, die zu grofien Betriigen von F fiihren. Dann ist F keine kleine Korrektur des
kanonischen Wertes F = 0 mehr (F = 1 + F). Das gekoppelte, numerische Modell fiir Seegang und
Stromung enthélt deshalb nur eine kanonische Formulierung der Wirkungsbilanzgleichung (F = 1).
Wird in Gleichung (3.39) die Dispersionsrelation o = o(k, A(X,T')) der W K B-Moden eingesetzt,
so erhilt man nach einigen Umformungen aus (3.39) eine Bilanzgleichung fiir die Energie der See-
gangsmoden® dEF/dT = S : Vyuv (in Komponentenschreibweise d€F/dT = S;; - Vx,v;). Eine
vergleichbare Rechnung fiir den Spezialfall linearer Wellen 02 = gk tanh(kh) und einer kanonischen
Beschreibung des Seegangs (F = 1) ist in Kapitel (5.2) dargestellt (Gleichung (5.20)). Die totale
Zeitableitung der Energie am Ort X entsprischt der Divergenz des Radiationstress-Tensors S. In der
Impulsbilanzgleichung der mittleren Stromung (v) = v, + <5(2)y> besitzt die Divergenz von S die
Dimension einer beschleunigenden Kraft d (v) /dT = — (S : Vxv). Im Anhang (Kapitel (10.4)) und
dem folgenden Abschnitt wird ein allgemein, fiir alle Hamiltonischen Systeme giiltiger Ausdruck des
Radiationstress-Tensor aus der Entwicklungsgleichung niichst héherer Ordnung (O(e?)) hergeleitet.

Das Skalarprodukt zweier dyadischer Produkte (ab) und (cd) ist durch (ab) : (cd) = (a - c)(b - d) gegeben.
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Kapitel 4

Der Radiationstress-Tensor

Die im Kapitel 3.2.2 hergeleitete Wellenwirkungsbilanz resultiert aus einer Linearisierung der nicht-
kanonischen Hamiltonischen Gleichung. In der letztendlich gefundenen Erhaltungsgleichung (3.39)
bestimmen Propagation und Refraktion die Dynamik der linearen Seegangs-Losung 6V u. Eine Ver-
lagerung der Wellenenergie im Spektrum fithrt aufgrund der Invarianz der Grofle Wellenwirkung zu
einem seegangsinduzierte Beitrag in den Bilanzgleichungen der mittleren Stromung u.+ (0u) (Kapitel
5.2). Der Divergenzterm des Radiationstress lidsst sich in den vertikal integrierten und phasengemit-
telten O(£?) - Bilanzgleichungen (3.25), (10.26) als zur Seegangsenergie £ = a(!)(a))* proportiona-
ler Anteil (4.1) identifizieren. Nach dem Zusammenfassen aller Gleichungen der Storungsentwicklung
und Separation der zu £ proportionalen Anteile erhidlt man ein System dynamischer Gleichungen
(4.1) fiir den mittleren seegangsbehafteten Stromungs-Zustand (u) (Anhang A3: Kapitel 10.4). Bei
der Herleitung von (4.1) wurde die Bilanzgleichung des bisher nicht betrachteten Gleichgewichtszu-
standes ue (3.3]y=y, ) zu der Bilanzgleichung der Stokesdrift addiert. Unter der Voraussetzung, dass
die Eulersche Strémung auf den rdumlichen und zeitlichen Skalen des Seegangs stabil und stationér
ist, auf den Skalen der mittleren Strémung aber variabel du./0T = —ad (§H/Su.)* ue # 0, wird die
zeitliche Entwicklung der mittleren Strémung durch (4.1), (4.2) beschrieben.

Der zusétzliche Antrieb (Impetus), den die mittleren Zustandsvariablen aufgrund des Vorhandenseins
von Seegang erfahren, ist gleich der Divergenz des Radiationstress-Tensors .S;;. Die horizontal tiber
das einfach zusammenhiingende Gebiet D und vertikal iiber die Dicke der Schicht s(¢1) < Z < s((2)
integrierten Bilanzgleichung sind gleich

$(¢2) o .
Y ) o oten s o

D s(¢1)

2 s(C2)

V X ij 27TV // / { hc 6(1)%) (5(1)1% —‘ra(hc 6(2)'&3) (Ue)i} dz d2§ df (42)

D s(¢1)

Der Tensor! S;; entspricht dem Integral der O(g?) -Terme der Stérungsreihe (3.15) iiber das Volumen
einer Elementarzelle. Die Funktion s(¢) legt zu jedem Zeitpunkt die Position der in 2-Richtung mit
der Wellenbewegung auf und ab bewegten Koordinatenfliche (z, 7, 2 = s({)) fest. ¢ ist eine Funktion
der Tiefe und variiert linear zwischen ( = —1 am Boden und ¢ = 0 an der Oberfliche. Es werden

'Um die Elemente des Radiationstress-Tensors S;; zu kennzeichnen wird in Gleichung (4.1) und (4.2) die Kompo-
nentenschreibweise verwendet.
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nur reellwertige Terme der Stérungsentwicklung beriicksichtigt, die sich aus Losungen 6(Mu der li-
nearisierten Bewegungsgleichung (Kap. 3.2.1, 3.2.2) und O(¢?) W K B-Moden 6 u zusammensetzen.
Wenn v gleich der mittleren Strémung v ist, dann entspricht v, = <6(2)y> der Stokesdrift. Die Glei-
chung (4.1|,—,) ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die mittlere Stromung (v) = v+ v, da
die Rechte Seite von (4.2) neben der Divergenz des Radiationstress-Tensors S;; (1.Term (4.2)) auch
noch die advektive Ableitung (Qe -V) v.q der Stokesdrift, oder die Beschreibung der Advektion von
Eulerscher Stromung durch Stokesdrift (v, - V) v,, enthilt (2.Term (4.2)). Welcher von den beiden
Termen gleich Null gesetzt werden kann, héngt von der konkreten Form der Lie-Poisson Klammer ab.
Aufgrund der Forderung nach Stabilitiit des Gleichgewichtszustandes u, ist ad(§He /due)*6Pu = 0.
Der Beitrag (v, V) vyq ist von O(e*)-ter Ordnung und wird in dieser Arbeit nicht betrachtet.

Die hier présentierte Formulierung von .S;; stellt eine Verallgemeinerung des von Longuett-Higgins
eingefithrten Konzeptes auf Nicht-Kanonische Hamiltonische Systeme dar. Seegang wird als Stérung
aller dynamischen Gréflen u aufgefasst und induziert dementsprechend auch einen Beitrag zu den
Bilanzgleichungen aller Variablen. Jede seegangsabhéngige Differentialgleichung (4.1) enthélt einen
Divergenzterm von .S5;;. Im Rahmen dieser Arbeit wird der Einfluss von Seegang auf die Massen-
und Impulsbilanz der mittleren Strémung untersucht. Darum setzt sich S;; aus dem Reynoldsstress
(6Mv; §Mv;) und dem Effekt der Druckfluktuationen (6;; 6*)p) zusammen. Der Tensor S;; entspricht
dem in Abschnitt (10.5) hergeleiteten Ergebnis (4.73) fiir ein inkompressibles Fluid auf einer Aqui-
potentialfliche des Gravitationsfeldes. In flachen Gewissern, wo die Wellenlénge A viel grofer als die
Wassertiefe he ist he/\ < 1, kann 6Wyp durch den hydrostatischen Druck p*gd™")h ersetzt werden.
Dazu muss in Gleichung (4.1) zu dem System Hamiltonischer Flachwasser-Gleichungen iibergegan-
gen werden (Kap. 4.2). In den néichsten Abschnitten dieses Kapitels wird der Radiationstress-Tensor
S;; fiir diese hydrodynamischen Beispiele berechnet.

Eine Vielzahl von weiteren Spezialfillen wurde aus dem kompletten Hamiltonschen System durch
vereinfachende Ndherungen basierend auf Skalen-Argumenten hergeleitet. Die hier vorgestellte Me-
thode liefert einen systematischen Weg den Radiationstress-Tensor aus den Hamiltonschen Gleichun-
gen abzuleiten und formalisiert die Prozedur. Mit (3.39) und (4.1) ist ein einheitliches System von
Bilanzgleichungen fiir die Dynamik von Seegang und Stromung gegeben. Bedingt durch die Definition
des Energiefunktionals H¢ ist der Gleichgewichtszustand u,. in beiden Gleichungen stabil und stati-
onér. Der Prozess dynamischer Stabilisierung von u,. beeinflusst gleichermafien die Orbitalbewegung
des Seegangs (Kapitel 3.2.2) und die zeitliche Entwicklung der mittleren Stromung (Gleichung (4.1)).
Das ist neu. Der zusitzliche Beitrag des Casimirfunktionals C' in den Bewegungsgleichungen (4.1)
beschreibt den Einfluss des Gleichgewichtszustandes u. (Eulersche Stromung v,) auf die zeitliche
Entwicklung des mittleren Seegangs usq (Stokesdrift v,,). Fiir das in Kapitel 4.23 und 4.2 behan-
delte Beispiel einer Scherstromung v, = v.& auf der (Z,§, Z = konst.)—Ebene des R? ist der Beitrag
von C' in den Bewegungsgleichung (4.1) gleich der Divergenz von S;; multipliziert mit (v k*/ 85118).
Wenn der Faktor v/ 851}6 fir alle Zeiten positiv und beschrankt ist, dann ist v, formal stabil und
die zeitliche Entwicklung der mittleren Stromung durch Gleichung (4.1) gegeben. Die Kriimmung
des Geschwindigkeitsprofils v.(7), also die zweifache Ableitung von v.(9) in g-Richtung (951}6, be-
stimmt die Wirksamkeit des Casimir-Beitrags. Wenn der Faktor v,/ nge fiir alle Zeiten positiv ist,
also 85113 > 0, dann ist der zusitzliche Beitrag von C' um so grofier je kleiner 8506 ist. Da dieser
Beitrag aber von der Divergenz des Radiationstress-Tensors abgezogen wird, ist der Seegangsbei-
trag zur mittleren Stromung um so grofler je kleiner die Kriimmung des Geschwindigkeitsprofils
ve(g) ist. Wenn die zweifache Ableitung von v, dahingegen negativ und beschriankt a < 8§vey <0
(a € R) ist, wird der Einfluss der Wellen auf die Dynamik der mittleren Strémung verstarkt. Der
homogene Stromungszustand agv@ ~ 0 ist hochgradig instabil. Eine solche Konfiguration besitzt
Casimir-Beitriage ~ v, /851)5 zu S;; die enorm grofle Werte aufweisen. Sie begrenzen den Einfluss
der anwachsenden Stérung (Wellen) auf die mittlere Stromung. Zusétzlich wird der Seegangsbeitrag
noch durch Dissipationsprozesse beschrénkt, die bisher unberiicksichtigt geblieben sind.
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4.1 Beispiell: Zweidimensionales, homogenes und inkompressibles
Fluid

In diesem Kapitel wird der Seegangsbeitrag in den Bewegungsgleichungen fiir ein ausgesuchtes Bei-
spiel berechnet. Es wird ein inkompressibles, nicht viskoses Fluid betrachtet, das im R? einen einfach
zusammenhéngenden Bereich D ausfiillt. Der duflere Rand des Gebietes 9D sei durch zumindest
stiickweise glatte Kurven 0D; gegeben. Da der Einfluss variabler Topographie und sphérischer Geo-
metrie der Erdoberfliche vernachlissigt wird, kann ein ortsfestes, kartesisches Koordinatensystem
(x,7, z) eingefiihrt werden. Wir betrachten die Hydrodynamik entlang eines (z,y)-Schnittes des R?
in einer konstanten Tiefe h = z; — zy. Daher ist es sinnvoll eine separate Nomenklatur fiir die hori-
zontalen z = (z,y) und die vertikalen 3 = z Koordinaten einzufiihren. Die Eulerschen Gleichungen
fiir das Geschwindigkeitsfeld v(z,t) (z € R?) ergeben sich zu

%Hy‘v)y:—vp, Veu=0,  u(z,0) =w(z); (V-2y=0). (4.3)
Der Druck p(z,t) ist ein skalares Feld, das die Inkompressibilitit des Mediums bzw. die Diver-
genzfreiheit des Vektorfeldes (v-V)wv + Vp gewihrleistet (v € Xy (D)). Fiir das hier betrachtete
fluiddynamische Problem ist die iiber den Wasserkorper integrierte kinetische Energie eine Erhal-
tungsgroBe. Das System (4.3) ist Hamiltonisch beziiglich einer fiir die Funktionale H, F' : Xy, — R
gegebenen Poisson Klammer und kann in Form von Gleichung (3.2) formuliert werden.

F 0H
or o ]d@. (4.4)

H@:;/Dw 'z, {Fﬂ}(ﬂ):‘/pﬁ' {@’E

Es werden glatte und divergenzfreie Vektorfelder v € Xj;, in D betrachtet. In Gleichung (4.4) ist
die Lie-Poisson Klammer {-,-} der Gruppe der volumenerhaltenden Diffeomorphismen Diff,,; in
D mit der Lie-Algebra Klammer [-,-] definiert worden. Diese ist gleich der Jacobi-Lie Klammer
[a,0] = (a-V)b— (b-V)a fir die durch die Funktionalableitung in Richtung von v gegebenen
Vektorfelder 0F/ov , 6H/dv € Xgi,. Durch Einfithren der Stromfunktion ¢(x,y,t) (v = V x (¢2))
und Definieren der Vorticity w(z,t) = 2V x v = —V?3 lisst sich die Bewegungsgleichung auch in
der folgenden, alternativen Form hinschreiben.

dv  Ow

— =5 t0W,w) =0, (4.5)
Dabei kennzeichnet d(a, b) den zwei-dimensionale Jacobi-Operator, der wie folgt definiert ist d(a, b) =
azby — ayb,. Wie iiblich wird als Randbedingung vorausgesetzt, dass die Netto-Zirkulation I' =
faDi Vi - n ds eine Konstante ist dI'/dt = 0 und dass kein Fluss iiber den Rand hinweg auftritt.
Letzteres folgt aus ( faDi Onp/On ds = 0) sowie den beiden Gleichungen V21 = 0 beziehungsweise
I YV2pdiz = 0, und >, ¥|op, = Y.; ¢; = 0 nach Anwenden des ersten Greenschen Satzes, wobei
n der nach auflen gerichtete Normalenvektor ist. Damit setzt sich der Vektorraum Xjy;, aus Zirku-
lationen I'; € R™ und Wirbeln der Stirke w € F(D) zusammen. Das Gleichungssystem (4.5) ist
Hamiltonisch [Sh90]

Oow 0H

1
XS J=aw), H) = /D Vyl2d (4.6)

und besitzt die Casimir-Funktion C

Cw) = /DC(w)d2§, (4.7)
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wobei C(w) eine beliebige, reellwertige Funktion ist. Da nach Kelvins Theorem die Gesamt-Zirkulation
I'= fapi V1) - n ds ebenfalls eine Konstante ist, kann das Funktional H + C noch um den additiven
Term A I' erweitert werden, wobei A eine reellwertige Konstante ist. Da nach Anwenden des Gauf3-
schen Integralsatzes die erste Variation des Hamiltonfunktionals H wie folgt umgeformt werden kann

SH = /D Vi 5V = /D V- ($dVe) dPa — /D VOVip d’x (4.8)

= Y SV - ds + / Vow d*z | (4.9)
ID; D

erhélt man fiir die erste Variation des Funktionals Ho = H + C' + A I' nach Zusammenfassen aller
Terme den folgenden Ausdruck.

SHe = A OV - ds + / {Vip - 6V + C'(w)dw} d’x (4.10)
ID; D

= ?{ A+ 1) 5w~d§+/{w+c’(w)}5w d*z (4.11)
ID; D

Gleichung (4.11) ist aus Gleichung (4.10) durch partielle Integration hervorgegangen. Formale Sta-
bilitat eines Gleichgewichts v, ist durch das Verschwinden der ersten Variation von H¢, ausgewertet
fir v, gekennzeichnet 0 He(v,) = 0. Nach Gleichung (4.11) ist dies gegeben, wenn ¢ + C'(w) = 0,
was der Beziehung C"(w.) = —¢' = ve(i)/agve entspricht, und A = —1. Der Vektor v, = v.(Z) &
ist die Projektion des Geschwindigkeitsvektors der Eulerschen Strémung auf den Vektor £ € D des
Basissystems ), (Kapitel 2.1). Um die Rechnung zu vereinfachen wird vorausgesetzt, dass v, (Z) der
Eulerschen Stromung entspricht. Im Koordinatensystem (Z,¢) des Seegangs wird der Geschwindig-
keitsvektor v, = (95v, —0z1) durch die Stromfunktion 1. z festgelegt. In diesem Fall ist die Ablei-
tung C”(w.) = —¢' gleich —9v /0w, = udjw. ' — vO;w. ™!, was sich mit w. = —V*), umformen
ldsst zu —¢' =3, vei/{@%jvei — 07,03,ve5} (1,5 = {1,2}). Es bedeutet keine grofe Einschrinkung
anzunehmen, dass v, in Ausbreitungsrichtung der Wellen konstant ist dzv, ~ 0, und der zweite Term
im Z#hler von —’ verschwindet. Aus Gleichung (4.10) folgt fiir die zweite Variation von He und
damit auch fiir den Hamiltonian 62H¢, der die zeitliche Entwicklung der Stérung dv beschreibt

PHo(w) = /D {16V +C"(w)(0w)*} d’x (4.12)
_ / {(60)? + ve /020, (w)?} % . (4.13)
D

In Gleichung (4.13) wurde das Ergebnis C”(v.) = ve/agve der ersten Variation dHc(v,) = 0 einge-
setzt.

Welche Aussagen iiber die Stabilitdt der stationédren Strémung sind ausgehend von Gleichung (4.13)
moglich? Nach den beiden Kriterien von Arnold [Arn65a], [An66b] ist formale Stabilitit von v, ver-
kniipft mit der positiv oder negativ Definitheit der quadratischen Form 6?H¢. Bedingung dafiir ist,
dass C”(v.) entweder grofier als Null ist (Arnold 1) oder aber eine untere Schranke nicht {iberschreitet
(Arnold 2) (Poincare Ungleichung fiir das Gebiet D) C"(v.) < 6¢/V25¢ (|0v|? = dwérp). Da es in
diesem Kapitel nicht um die Stabilitdtseigenschaften der Losung v, geht, sondern der Einfluss der
Wellenausbreitung auf die zeitliche Entwicklung der mittlere Stromung bestimmt werden soll, setzen
wir formale Stabilitdt voraus.

In Hinblick auf die Bewegungsgleichung sind wir an der Ableitung he = 62Hc/dw? interessiert
(h¢bw = (6 /6w + ve/05%v,) dw) und definieren um unhandliche Ausdriicke zu vermeiden den li-
nearen Operator £ = {[ve/ﬁgve]v2 — 1} (es ist hodw = —£L£1). Dabei wurde ausgenutzt, dass
Sw = —V26¢ gilt, woraus nach partieller Integration (6¢(0D;) = 0) die Beziehung [0V|? =



4.1. ZWEIDIMENSIONALES, HOMOGENES UND INKOMPRESSIBLES FLUID 33

—6V?p 8¢ = dw 01 folgt. Die Bewegungsgleichung (4.1) (setze ¢ = 1, 6y = dMe) fiir die Sto-
kesdrift (Pw) (mit dw, /0T = —ad (6H /éwe)* w) ist gleich

o s(C2)
Owsa _ W) s (8 5@0) 2
= = 2W///{ £5 ¢> 5 w—i—ad():é w) we b dz 2z db

0 D s(¢r)
2 s(C2)

// /{div§+§}dzd2£d0. (4.14)
0

D s(C1)

‘ -
<

Wenden wir uns jetzt der rechten Seite von Gleichung (4.14) zu und benutzen einen ebenen Wellen
Ansatz (¢ = 1) zur Beschreibung der Orbitalbewegung des Seegangs 0¢ = a(z, z) exp i0(k, z,t)+c.c.,
0 = (k- x — wt). Da wir nur an den phasengemittelten Eigenschaften der Stromung interessiert sind
brauchen die linearisierten Anteile der Ausgangsgleichung (3.3) in Gleichung (4.14) nicht beriick-
sichtigt werden. Ungerade Potenzen der Phasenfunktionen sin(f) und cos(f) verschwinden nach
Mittelung. Es kénnen auch die Taylor-Glieder héherer Ordnung in e vernachléssigt werden, da ihr
einziger nicht verschwindender Beitrag aus Termen der Ordnung O(e?) besteht. Vorerst sind wir
nur an den Termen interessiert, die in niedrigster, nichtlinearer, also quadratischer Ordnung (O(g?))
auftreten.

Die auf der rechten Seite von Gleichung (4.14) nach Integration und Mittelung noch bestehen blei-
benden Terme bestimmen die Dynamik der mittleren Strémung. Nach partieller Integration® von
ad(£6¢)*w lisst sich aus Gleichung (4.14) ein Ausdruck fiir die Lie-Poisson Klammer des O(¢2) -
Anteils der Stérungsentwicklung herleiten. Dazu wird in Gleichung (4.14) das Funktional F' als
Dummy-Variable eingefiihrt und spiter gleich §(Mw gesetzt.

ad_s(m) (ilc 5(1)w>*5(1)w = <(5(1)w, [ o(F) . he 5(1)w}>

56w 5(5(1)w)
_ [ OE) o sy 50
Aufgrund der Eigenschaften der Jacobi-Lie Klammer ist gegeben, dass
la,b] = 0(a,b) = 0ya dyb— dya 0b (4.16)
= 0y(0zab)— 0, (0yad) =Z2-V x ([Va]b) ist, (4.17)

wobei 2 der Einheitsvektor in Richtung der Vertikalen ist. Nach Einsetzen der Funktionalableitung
hedWw = (82 He /dw? - 6w)|5u—s1)s,

~ 0?
My = sMy Z _p2) s
hed'w O 321}@ (0?]2 k > o

in Gleichung (4.15) beziehungsweise (4.14), erhilt man fiir den Divergenz-Term des Tensors S den

folgenden Ausdruck (6(Vw = —[85 — k2)6Wy und V = (ik, 05))

5(1)Q|2 Ve _ 51,2
2 2 '

divs(@Ww) = —2-Vx 5<1@><5<1>g+7| + v

85 Ve

(4.18)

2Unter Ausnutzung der Bezichung (4.17) erhilt man nach partieller Integration der rechten Seite von (4.14)
[ 0(®,2hcéw)wdz® = [, 2V x (V [2hcdw] © w) dz® + [, ©9(2hcdw,w)z”. Dabei kennzeichnet ® den offenen Ein-
gang der Jacobi-Lie Klammer. Nach Anwenden des Stokesschen Integralsatzes fillt der erste Term weg, da der Gradient
von hc(5<1)w stets senkrecht auf dem Normalenvektor der Randkurve 0D steht.
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Auf der rechten Seite von Gleichung (4.18) wurde die Null rot(grad|6™Mv|?/2) = 0 zu der Divergenz
von S addiert. Aufgrund der Vektor-Identitit wxv = (v - V)v—V|v |2 /2 lassen sich die ersten beiden
Terme auf der rechten Seite von Gleichung (4.18), dWwvsWy = —6Ww x My und v|5(1)y|2/2,
zusammenfassen.

2 2
div S(6Wv) = —P <(5<1>y . V)(s(l)g) _ 28”; v [_ (%2 - k2> 5<1>¢] (4.19)
) 200

Die in den Gleichungen (4.19) eingefiihrte Transformation P : X'(D) — Xy, (D) bildet ein Vektorfeld
v € X (D) auf das entsprechende, quellen-und senkenfreie Feld P(v) € Xy, (D) mittels L? Orthogonal-
projektion ab. So kann das Vektorfeld (6(Vv-V)6(M v in einen divergenzfreien Anteil P((6(Mv-V)6(M )
und ein Gradientenfeld —VéMp zerlegt werden P((6(Wy - V)§Mv) = (W - V)6Wv + V5V p. Dabei
kennzeichnet () p die horizontale Stérung des Druckfeldes®. Der im Eingang des Projektionsopera-
tors P befindliche Term lisst sich unter Zuhilfenahme der Kontinuitétsgleichung div(6Mv) = 0 weiter
umformen (6 - V)6Wy = V- (6My ® 5(1)y). In dieser Gleichung kennzeichnet ® das tensorielle
Produkt des Vektors 5(1)y € D mit sich selbst.

Auf die gleiche Weise kann fiir den Vektor A das folgende Ergebnis hergeleitet werden.

(hedPw = (62 He /60? - 6w)|5—5@.,)

A(d(z)w) = —2-VX|w, X sy +V (ge . 5(2)y> + 52& W, -76(2)(1_)1 (4.20)
gle
A@Py) = P((Qe'v)5(2)y+ye x 6w + (5(2)2'V)ye> — 82’6 w, VéPw  (4.21)
yle

Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (4.21) entspricht der advektiven Ableitung der
Stokesdrift v, = <6(2)y>, nach Mittelung iiber die Phase der Wellen. Die Advektion der Eulerschen
Stromung v, aufgrund von Stokesdrift wird durch den Beitrag ad (6Hc /dw.)* 6w beschrieben und
ist gleich Null (Einstieg Kapitel 4). Zusammen mit der partiellen Zeitableitung der Stokesdrift und
der Bilanzgleichung v, /0T = —ad (60H /6v,.) v, = — (v, - V) v, — Vp, fiir die Eulersche Strémung
koénnen diese Terme zur totalen Zeitableitung der mittleren Geschwindigkeit v,+v,,; zusammengefasst
werden. Gleichung (4.24) ist eine gewohnlichen Differentialgleichung fiir die mittlere Strémung.

Die Impulsbilanzgleichung der mittleren Stromung enthélt zwei nach Phasenmittelung residuale Bei-
trage des Seegangs. Zum einen ist dies der Divergenz-Term des Radiationstress-Tensors div §1 (4.22).
Dieser Beitrag kann auch durch Einsetzen des Stéransatzes (v,p) = (v, + v, pe + dp) in die Aus-
gangsgleichungen® (4.3) herleitet werden.

divs, = -V - Wy e sy —Vslp (4.22)

Zum anderen enthélt die Bilanzgleichung noch den mittleren Impulsbeitrag des zweiten Terms auf
der rechten Seite von Gleichung (4.19). Dieser Anteil beschreibt den Einfluss der Euler-Stromung
ve auf die zeitliche Entwicklung der Stokesdrift. Bei der Umsetzung der theoretischen Ergebnisse in
das numerische Modell fiir Seegang und Strémung wurde dieser Beitrag nicht berticksichtigt. Die
Formulierung der Impulsbilanzgleichung enthélt nur den mittleren, welleninduzierten Strémungsbei-
trag des Seegangs, wie er aus (4.22) durch Integration iiber das Volumen V der Wassersidule und
anschliefender Phasenmittelung hergeleitet werden kann.

s, C(1_h2 4 2150) 2 5(1),2
divs, = — Ve gdw Ve o |ZO AR sy o) Ve KG 00f
- agve 2

—— —— v (4.23)
02v. " 2 2o, 2500

3Die Einfithrung des Druckes als Lagrange-Parameter sorgt fiir die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes.
“Nach dem Einfithren des Druckes p.
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Im letzten Schritt der Umformung wurde 8525(1)1/1 = 0 gesetzt. Die Einbettung der zwei-dimension-
alen Koordinatenflichen in den dreidimensionalen Orts-Raum Kap.[4.3] fiithrt zu einer tiefenabhéingi-
gen Formulierung der Bewegungsgleichungen (4.24) (mit div(6™Mv) = 0) fiir die mittlere Stromung
(0) = ve +v5q-

s(¢2)

2

0 <1£> B — — = . . 1 2

8—T—_(<Q> V) () = Vp.—V-S mit i—%/// S, ded’z df (4.24)
0 D s(¢1)

Falls sich die Trajektorie der mittleren dreidimensionalen Strémung fiir alle Zeiten auf einer Aquipo-
tentialfliche (z,y, 2 = konst.) des Gravitationsfeldes befindet, ist Gleichung (4.24) zu dem Ergebnis
(10.51) aus Kapitel [10.5] dquivalent.

Die in [3.2.2] hergeleitete Erhaltungsgleichung fiir die Grole Wellenwirkung entspricht dI/dT = 0.
Fiir einen zwei-dimensionalen Fluss in einem inkompressiblen Fluid besitzt I die folgende Gestalt

(he6Wv; = (62 He /507 - 503)| 50, —5100,)

. 2
[_EF_¢ (5Wup, o) = £ P S (4.25)
g

o 69 Ve

Dabei wurde erneut vorausgesetzt, dass 8g26(1)¢ gleich Null ist woraus 6(Mw = k25(0q) folgt. AuBer-
dem wurde |(5(1)y|2 = 6Wyw W) gesetzt und die Kronecker-Relation <(5(1)vf, (5(1)vi> = 0; eingefiihrt.

4.2 Beispiel2: Der Radiationstress eines Flachwasser-Systems

Die horizontale Bewegung eines homogenen und flachen Gewdéssers in einem mit der Erdrotation
mitbewegten Koordinatensystem wird durch die Bewegungsgleichungen (4.26) und (4.27) beschrie-
ben. Das verwendete Koordinatensystem (Z, ¢, 2) rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit f/2
um die vertikale z-Achse herum. a

gt + (- V)v+ fzxv=—gVh (4.26)
oh
E—FV( v)=0. (4.27)

In den Gleichungen (4.26), (4.27) kennzeichnet v(z,t) die horizontale Komponente der Stromungs-
geschwindigkeit x = (z,y), h(x) die lokale Wassertiefe und g die Gravitationskonstante. Das System
partieller Differentialgleichungen kann in Form Hamiltonischer Gleichungen (3.2) fiir den Variablen-
satz w = (v, h) hingeschrieben werden [Sh90]. In diesem Kapitel wird eine alternative Formulierung
der Hamiltonschen Gleichungen fiir den Satz von einander abhingiger Variablen u = (m = hv,h)
und f = 0 verwendet. Siehe dazu auch Holm et al. [Hol84] (Kapitel 3.4). Fiir eine konstante Dichte
pw =1 k:g/m3 des Meerwassers entspricht m = h v der Fliachendichte des Massenflusses f pPU Bx.
Der Hamiltonian H (m(z,t),t) entspricht dem von m und h abhéngigen Funktional (4.28).

H(m,h) = %/ ( n;' +gh2> I’z (4.28)

D

Das Funktional H¢ setzt sich aus dem Hamiltonfunktional (4.28) und den Casimirfunktionen

C:/hC(q) dz? it q:Lf
D

SRS

- (4.29)
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zusammen, wobei ¢ die potentielle Vorticity und C(g) eine beliebige reellwertige Funktion von ¢ ist.
Im Falle eines ruhenden Bezugssystems (Winkelgeschwindiglkeit f/2 = 0) ist ¢ gleich dem Quotienten
w/h. Die Poisson-Klammer ist gleich

oH oF oF 0H
F ) = [ {MK@V) - (M V> @]+ (430)
D
SH _6F 6F _SHT\ o
h [(5m Vi om th}}d

Wie im vorigen Kapitel (4.1) besteht der erste Schritt bei der Berechnung der Divergenz des
Radiationstress-Tensors in der Variation des Energiefunktionals Ho = H 4+ C + )", \; f m/h - ds.
Die erste Variation des Funktionals H¢o ausgewertet am Fixpunkt u = u, des Systems ist gleich

0=0He = D/[m.hém+cl(q) &U] L d2x+2)\ ]{_ ds — (4.31)

x—Z)\ f—eah ds .

[[H2E - -c+c@ q} oh
D

Bevor das Integral (4.31) fiir u = wu, ausgewertet werden kann, muss der erste Term in dieser
Gleichung noch partiell integriert werden.

/C(q6 2.V x dv) dzx—ZfC’qe)&u ds—/(szC(qe)) Sv d*z

v oD, D

Nach Einsetzen von hév = ém — m dh/h in die obige Gleichung erhilt man aus (4.31) eine Bestim-
mungsgleichung fiir das Casimirfunktional C(q.) (' entspricht der Ableitung von H nach q).

. om om  m,
0 = /[me—ngC’}}Led@+Z%(C’+Ai)[h6—h25h}d§—
D 7

2
_ / [—' i;' —ghe —C+C'qe — 2 x V(- %} §h d*z . (4.32)

Nach Voraussetzung ist der Gleichgewichtszustand u, = (m,, he) formal stabil. Deshalb ist die erste
Variation von Hc ausgewertet am Fixpunkt u = u, (§Hc(m, h)|m, n, = 0) gleich Null und die zweiten
Variation von H¢ ist positiv oder negativ definit. In Gleichung (4.32) (0Hc = 0) verschwinden die
drei Integrale separat.

(1): 2xVC=m, und (2): C'(g)| =-N\ (4.33)
0D;
2
und  (3): Clge = | m 5:32' + ghe +C =: K(ge) +C(qe) (4.34)

Die reellwertige und glatte Funktion K(g.) (Bernoulli-Funktion) ist die stationéire Losung (4.35) der
Ausgangsgleichungen (4.26) (u = u,).

v, B
£ =0=-V=_ — Vgh. = ~VK(q.) (4.35)
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Aus der Stabilitétsbedingung (4.34)(3) und (4.35) lésst sich ein Ausdruck fiir die zweifache Ableitung
von C nach ¢ herleiten.

K'(g.) m, (0wt gh
C"(ge) = ~\e) _ Me (OWe) = ghe 4.36
) ==, e \ v, q2 (439

Die zweite Variation des Energiefunktionals H¢ liefert nach Einsetzen der Beziehung (4.33) und
(4.36) den folgenden Ausdruck fiir 6> He (m, h)| (m, 1.)-
5 2 2
8 Ho(m,, he) = /{' I oMe g oh ['m,;' +g] 5h2} dx

he h2 3
D
!
- / % he 8¢* d*z (4.37)
'D €

Durch Einsetzen des Energiefunktionals (4.37) in die Poisson-Klammer (4.42) erhélt man einen
Satz partieller Differentialgleichungen (4.43), (4.44) fiir das in Kapitel (4) betrachtete Anfangswert-
problem. Die zu €& = a™(aM)* proportionalen Anteile (om|s = sWp §My, dhlg) der Storungs-
Entwicklung des dynamischen Vektors (m, h) um den stationiren Punkt (m,, he) herum sind Losun-
gen dieser Gleichungen. In (4.42) kennzeichnen £s,, und £5, die Funktionalableitung von 8%2H¢ nach
Sh® bzw. ém

10(6%He) m m 0q 6(0w) dq 6(0w)

§8Hp) = -—— = = =e5h 4 K = ' 4,

om0 HC) = 55 m) e R 6w T s )
2 L 15(62HC’) o !

Lsn(0°He) = 2 5Gh) g6h — K'8q . (4.39)

In Gleichung (4.38) wurde die Identitét (4.40) eingesetzt, die sich aus der Definition der Variablen
m = hv, dm = hedv + v, 0h, ergibt.

om m

— ——=dh=1Jv. 4.4

he  h2 “ (4.40)
Fiir das in Kapitel [4.1] behandelte Beispiel eines ebenen Flusses mit parallelen Stromlinien v, =
ve(9)Z und he = konst. ist die potentielle Vorticity g. gleich ¢o = —9jve/he und die Ableitung K’
der Bernoulli-Funktion /C ist gleich

oK v, Ohe he Ogve he e he

= " =V L% g = g hE oy + g

= = V,— — g — v
9qe “0qe 0qe c 851)@ Qe € 851)5 Qe

/C/

(4.41)

Die nichtlinearen Anteile des Flachwasser-Systems (4.28), (4.29) und (4.30) sind in niedrigster Ord-
nung gleich (4.42), wenn nach Einsetzen von £(du) in die rechte Seite der Gleichung (4.42) die
Dummy-Variable F(du) = 6y und du = §Wy gesetzt werden. Wie auch im vorigen Abschnitt 4.1
wird die Losung der linearisierten Ausgangsgleichungen (4.26), (4.27) als bekannt vorausgesetzt.

86@y 16(62He) ’
v o_ 2 sWay + A 4.42
oT : 5(2%11?&) (2 6(6u) Su=6y e ( )
\ S(F) 5(F) —
_ Wy, 277 _ . 2
[ {otm | (ss0m10) 9) 55~ (s 7) Bwom(61c)| +
D
§(F) 6(F)

+6Wh |:25(1)m(52Hc) -V : v25(1)h(52Hc):| } Pz + A

5(6Mh)  6(6MWm)

®Bei der Ableitung £s, muss die Kettenregel beachtet werden da dm von §h abhingt.
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Nach vertikaler Integration und Mittelung der Terme enthélt die rechte Seite von Gleichung (4.42)
die Divergenz des Radiationstress-Tensor S;;. Wie auch schon im vorigen Kapitel ist der in (4.42)
eingefiihrte Vektor A gleich ad(hcd®w)*u, mit had@u = (1/2)8(62 He)/0(0u)|5— 52

Nach partieller Integration des zweiten Summanden von (4.42) (6(6Mh)/8(6(Wm) = 0) erhélt man
fiir ' = 6Mh (mit (4.38), (4.41), (4.45) und g, = —05v./h,) die folgende Differentialgleichung.

+1|6Wy-VsWh + A(n) (4.43)

95@n [ ve K ghe K?

oT v 2 (970)2

=:Fa

Dahingegen erhilt man fiir F = §Mm (mit 6(6Mm)/6(6Mh) = v,) nach partieller Integration des
ersten Terms auf der rechten Seite von Gleichung (4.42) das folgende Ergebnis.

6@ m
oT

- - (]-‘a 5y . v) 5 — <5(1>m : v) ., 5Wy + s0p <fa 5y . v) v, —

5(1) h2 5(1)hv 8@@2 g he

P v _
g 2020, | Oyve

} (heé(l)q) + A(m) (4.44)

=:F3

In den Gleichungen (4.43) und (4.44) wurde das Ergebnis der Nebenrechnung (4.45) eingesetzt und
die Definition von F, aus (4.43) verwendet. Im letzten Schritt von (4.45) ist die Ableitung 855(1)¢

erneut gleich Null gesetzt worden. AuBerdem ist 6™ q/6(W e = 6MWw/h,, da 6 h/6M e = 0.

), 86Ww) _ s 516 w[2/56MWy s OFE

ol X /oY o q _9 5(1) [ag - kQ](s(l)@Z} _ 2]€2 (5(1)Q
T5(6M0) T 5600) L5y O

(4.45)

Die Gleichungen (4.43) und (4.44) bilden zusammen mit der linearen Seegangsgleichung (3.39) ein ge-
schlossenes System partieller Differentialgleichungen fiir den Beitrag des Seegangs (<5 2) m> , <5 (1)h>)
zur Dynamik der mittleren Stromung. Nach Integration iiber das Volumen V' der Wassersidule und
Mittelung iiber die Phase ¥ der Wellen enthélt die rechte Seite der Gleichung (4.44) die Diver-
genz des Radiationstress als generalisierte Kraft. Die mittlere Stromung dndert ihren Bewegungs-
zustand aufgrund des Wirkens dieser Kraft. Der in Gleichung (4.58) hergeleitete Ausdruck fiir
My = <5(2)m> = <6(1)h 5(1)Q> entspricht der vertikal integrierten Stokesdrift <5(2)Q>.

Die advektive Ableitung von §®h und 6®m ist aufgrund der geforderten Stabilitit von (he,m,)
gleich Null. Da ad (6Hc /duly, )" 6P u = 0 ist, muss [m, — 2 x VC']/he - V6P u (4.33) und auch
S@KVIK + C — C'q.] (4.34) gleich Null sein. In dem urspriinglichen Hamiltonschen System, mit H
anstelle von H¢, sind die Terme in den beiden eckigen Klammern gleich v, # 0 und K # 0.

Nach Mittelung iiber die Phase der Wellen beschreiben A(m) und A(h) in Gleichung (4.43), (4.44)
die Advektion der Gleichgewichtsgrofien (he,m,.) (Masse und Impuls) durch die Stokesdrift <5(2)Q>.

A(h) = ad (7%05(2@)*@6 = —Fo 0P -Vhe  und (4.46)

Am) = ~(Fad@u V) m, — (m, - V) Fad@v — gh T h — v, AR) = hoV [ Fs he 62q|(4.47)

Die beiden Termen A(m) und A(h) kénnen zusammen mit der partiellen Zeitableitung von ugg =
((6®h), (6@ m)) und der Bilanzgleichung du./0T = ad(6H/du.)*ue fiir die Eulersche Strémung
zur totalen Zeitableitung der mittleren Zustandsvariablen (u) zusammengefasst werden. Die Bewe-
gungsgleichungen der mittleren Stromung sind gewohnliche Differentialgleichungen fiir (h) und (v).
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Im Gegensatz zu dem urspriinglichen Hamiltonschen System, mit dem Hamiltonfunktional Ho = H,
sind die beiden Faktoren F,, 3 in (4.43) und (4.44) ungleich F, = 1 und F3 = 0. Der erste Term in
Fo und Fg entspricht dem im vorigen Kapitel hergeleiteten Beitrag des Casimirfunktionals C' zu den
Bilanzgleichungen der horizontalen Scherstrémung. Die Kriimmung 851}@ des Geschwindigkeitsfeldes
v, = ve(7)Z legt das Vorzeichen dieses Term’s fest. Fiir ein Flachwasser-System gelten zusitzliche
Einschréinkungen an die Dynamik des Gleichgewichtszustandes (he,v,). Der Wert des ersten Terms
von F, und Fp reduziert sich um einen von der Wassertiefe h. abhéngigen Betrag (2. Term). Die
Eulersche Stréomung (he, v, ) ist unter der Bedingung formal stabil, dass beide Faktoren F, —1, Fp fiir
alle Zeiten positiv oder negativ sind und durch a, A € R beschrénkt werden 0 < a < (|Fo—1], [F3]) <
A < oo (Arnold 1 & 2). Fiir ein Flachwasser-System héngt die Stabilitét der Eulerschen Stromung
auch von der Wassertiefe h. ab. In den Bereichen, wo h. grofl wird, kénnen die Faktoren F, — 1,
Fp ihr Vorzeichen éndern. Dann ist es moglich, die Eulersche Strémung (he,v,) durch Stérungen
(0h,0v) # (0,0) zu destabilisieren. Fiir grofie Tiefen h, ist aber auch die Voraussetzung kh, < 1, fiir
eine Flachwasser-Behandlung der Hydrodynamik nur noch fiir langwellige Seegangsmoden gegeben.
Im Falle einer homogenen Eulerschen Stréomung (Ojve = 0) werden beide Faktoren F, und Fg
singuldr. Dann ist es erforderlich F, = 1 und F3 = 0 zu setzen. Die Gleichung (4.43) und (4.50)
erhalten dadurch die Gestalt von Gleichung (4.51) und (4.52) fiir das urspriingliche Hamiltonsche
System mit Ho = H (hC(q) = 0).

Um Gleichung (4.44) in eine Bilanzgleichung fiir die mittlere Stromung u, + <5(2)v> umzuformen
werden nun die O(e?)-Terme (4.48) der mit v = v, + §(Jv, multiplizierten Kontinuititsgleichung
(4.43) in die Bilanzgleichung (4.44) eingesetzt.

Qe% = —v, (faé(l)g . ﬁ(ﬂ”h) — FoudWy (ge -§5(1)h> — Wy (Fa5(1)y . ?he) (4.48)

Nach Anwenden der Produktregel (4.49) kann der zweite Term auf der rechten Seite von (4.49) gegen
den dritten Term auf der rechten Seite von (4.44) gekiirzt werden. Die beiden ersten Terme in den
Gleichungen (4.48) und (4.49) heben sich ebenfalls weg.

(]—'a 5y . V) v, 8Vh = v, (]—'a sy . W“)h) + oWp (]—'a sy . V) v, (4.49)

Das Ergebnis der Umformung entspricht Gleichung (4.50), mit A(h) = 0 und A(m) = 0.

2

9 (6@v) 1 _ _ _sWp2
9{07v) _ 1 W, T\ 50 ), . M, . 9 B
o o {(]-‘aé v v)5 g+(5 v V)fa(s A }dﬁ
0
1 Frown
- { - v[fg he 5<1>q”d19 (4.50)

Im néchsten Kapitel (4.3) wird der Radiationstress-Tensor S;; fiir das System von Flachwasser-
gleichungen explizit ausgerechnet. Der Beitrag des Casimirfunktionals C zu S;; wird dabei nicht
beriicksichtigt. In diesem Fall ist 7, = 1, 3 = 0 und Gleichung (4.43) und (4.50) vereinfachen sich
zu

2

§@p - =
a<aT ) - %/V (5(1)2 5(1)h> 9 = V-my, (4.51)
0
0 (6@ v) 1 (e Is
Tl = o /{v (5(%@ 5(1>y> + v (5<1>h2/2) }cw . (4.52)
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In der vertikal, iiber die Dicke der Schicht s(¢1) < z < s({2), und horizontal, iiber die Fliche D,
integrierten Gleichung (4.52) kann der Radiationstress-Tensors S (4.53) identifiziert werden.

2 o) g 6Mp2
S = QW// /{5(11)@6(1)1) + gh— 5 }dz d*z dy (4.53)

D s(C1)

Der Tensor S setzt sich aus dem Reynoldsstress Tensor <5(1)v ®h 6(1)v> und dem hydrostatischen

Druck-Tensor <g ) 6(1)h2/2> (es ist 6Mp = gp*d dMh, mit § = d;; in Komponentenschreibweise)
zusammen. Solange die Voraussetzung kh, < 1 (aus ,Die Kiiste“: kh, < 0,05) fiir eine Flachwasser-
Behandlung der Hydrodynamik gegeben ist, wird die Dynamik der Stokesdrift durch die Divergenz
des Tensors S;; (4.53) bestimmt.

Die Stokesdrift m,; unter Flachwasser-Bedingungen kh, < 1

Die vertikal integrierte Stokesdrift m,; = (§(Vh 6(1)Q> (4.58) lasst sich aus den Losungen (4.54),
(4.56) der linearisierten Flachwassergleichungen leicht ausrechnen. Die Oberflichenauslenkung 61 A
und Wellengeschwindigkeit (60w, 8Mw) ist gleich (Koordinatensystems Y, (Kapitel 2.1))

cosh khe(1+ )

oWy = Vo0 = ok—" e =on(0) (4.54)
(1) _ (1) (1) sinh kh (1 + C)
o w Vo' e = Sinh ki n Y(¢) (4.55)
; h khe(1 + ¢) /
Wp =[50 — gqEm u /
3h /6 w(r) dr = " (k:h sin
0 0
1 -
= oW sinh khe(1+ ¢) cos 9(t) . (4.56)

sinh (khe)

In Gleichung (4.54) und (4.55) kennzeichnet 6()®(¢) das Geschwindigkeitspotential des Seegangs,
n(¢) = aM cos ¥ (mit 9 = k;#; — o) und  ist eine skalare Funktion der Wassertiefe (¢ = —1
am Boden und ¢ = 0 an der Oberfliche). Die Amplitude der Wellen hiingt nun von der Vertikal-
Koordinate ¢ ab.

cosh khe(1 + C) )
sinh khe

sN(¢) = sin 9(C) (4.57)

s(G2)
Nach dem Einsetzen von (4.54), (4.56) in m,,; = <5(l)h 5(1)Q> = [ <5(2)y> d¢ ist das Ergebnis
s(C1)

ko2 sinh 2khe(1 + C)]

T 2T
1
= O R sWy) dy = 22 / 29 do
27 /5 () 8 72(9) k ¢ ¢ sinh?(khe) o |
0 0

gleich Mg

kB sinh 2kh.(1+ 0% (4.58)
T ¢ sinh(2kh,) ' |

Fiir Wasser mit einer Dichte von p,, = 1 kg/m? entspricht die Energie pro Flicheneinheit der k-ten
Seegangsmode E = %ga(l)(a(l))*. In (4.58) wird das Amplitudenquadrat a™™ (a(1))* mit € abgekiirzt
und o2 = gk tanh khe.
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4.3 Die dreidimensionale Formulierung des Radiationstress

Fiir die in den Abschnitten 4.1, 4.2 und 10.5 hergeleiteten Losungen der nicht-kanonischen Bilanz-
gleichungen wird in diesem Kapitel der Radiationstress-Tensor explizit ausgerechnet. Dabei sind
keine beliebigen Bewegungen des Fluids in D € R? zugelassen. Als Einschriankung wird voraus-
gesetzt, dass die gemittelten Prozesse (Eulersche Stromung plus Stokes Drift) auf einer ortsfe-
sten z-Koordinatenfliche stattfinden. Um die Orbitalbewegung des Seegangs zu beschreiben wird
ein Sigma-Koordinatensystem [Mel03] eingefiihrt. Auf der durch den Seegang gegebenen typischen
Léngenskala wird der Meeresboden als flach betrachtet 0hp/0x; ~ 0 und Unebenheiten in der
Sigma-Beschreibung nicht beriicksichtigt. Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt auf der Hand. Die
Vertikal-Integration vereinfacht sich erheblich, da die Phasenmittelung unter das Integral gezogen
werden kann. Bei der Berechnung des Radiationstress wird anstelle der bisher favorisierten ten-
soriellen Schreibweise S die Komponentendarstellung S;; verwendet, da auf diese Weise einzelne
Tensorelemente ausgezachnet werden konnen.

Es ist wichtig zu verstehen, dass wir keine wirkliche dreidimensionale Hydrodynamik betrachten. Ver-
schiedene Studien beginnend mit [Arn65b] und [Dik65b] zeigen, dass im Allgemeinen nicht geniigend
Casimir-Funktionen vorhanden sind um die generierten coadjungierten Orbits eindeutig zu bestim-
men. Damit scheitert natiirlich die gesamte Methode. Wir betrachten in der Vertikal-Dimension
entkoppelte Systeme, deren Dynamik unabhéngig von den physikalischen Gegebenheiten in den sie
umgebenden Schichten ist.

Der néchste Schritt besteht in der Einfiihrung einer Transformation des ortsfesten, kartesischen
Koordinatensystems x; = (z,y) und x3 = z in ein mitbewegtes Sigma-System Z; = (z,y) und
z = s(%;,(,1). Die dabei verwendete Nomenklatur orientiert sich an Mellor [Mel03]. Der dreidi-
mensionale Radiationstress-Tensor S(X,T) wird durch Vertikal-Integration und Phasenmittelung
der transformierten Bewegungsgleichungen hergeleitet. Die resultierenden Gleichungen beschreiben
die seegangsabhéngige Dynamik der mittleren Strémung. Fiir eine beliebige physikalische Grofie @z,
die von der vertikalen Koordinate ¢ abhingt, gilt ©;(z, z,t) = 0;(Z,(,t), mit x = Z und t = ¢,
sowie O3(Z,((Z),f) = 0. Nach implizierter Differentiation ergibt sich fiir die Horizontal-Ableitung
V:0; = V30, +00,;/0¢ V.(, fiir die Vertikal-Ableitung V.0; = V0,V .( und fiir die Zeitableitung
0:0; = 0;0,; + 00;/9¢ 9,¢. Um die Transformationsgleichungen vollstindig zu bestimmen miissen
noch die Ableitungen der neuen Vertikal-Koordinate ((Z) definiert werden. Dies geschieht durch im-
plizierter Differentiation der durch ¢ festgelegten s-Koordinatenfléiche nach x;, woraus die Bedingung
V., 8(Z,¢,t) = Vg, z = 0 resultiert. Dabei ist die tatsiichliche Position s der Koordinate ¢ bis jetzt
noch unbestimmt. Als Ergebnis erhélt man V,, s+ 9s/9¢ V,,¢ = 0, woraus fiir den Gradienten und
die Zeitableitung von ¢ folgt, dass V., = —s4,/s¢, V(= 1/s¢ baw. 0, = —s;/s¢. Dabei wurden
folgende Abkiirzungen eingefiihrt s,, = Vs, s¢ = O¢cs und s; = 0gs. Bis jetzt ist die gewihlte
Koordinatenbeschreibung noch allgemein giiltig, da die Position der mitbewegten Koordinate nicht
niher spezifiziert worden ist. Um die Sigma-Flichen nun in dem starren (x;, z)-Rahmen einzubetten
wird der Ansatz linearer Wellen verwendet 5(¢) = d(MA(C) (4.56).

i
h khe(1 + C) ~
_ 5 — 50 4 oM I(i 4.
so—l—/ w(T)dr =sp+a sinh (ko) cos V(t) (4.59)
0

Gleichung (4.59) wurde unter Verwendung der neuen Vertikalbeschreibung in Sigma-Koordinaten
formuliert. Die mitbewegte Koordinate ¢ nimmt Werte zwischen —1 am Boden und Null an der
Oberfliche (—1 > ¢ > 0) an. Die starren z-Koordinatenflichen bilden sich im mitbewegten System
auf so = he(1+ () — D ab. Mit h.(z,T) ist die lokale Tiefe als Summe aus mittlerem Wasserstand
f(z,T) und topographischer Tiefe D(z,T") gegeben. Die typische Zeitskala, auf der sich die mittleren
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Seegangsgrofen andern, entspricht 7'. In Gleichung (4.59) wurde der iibliche lineare Wellenansatz
fiir die Vertikalgeschwindigkeit 6Mw = V.6 ®(¢) (4.65) des Seegangs in Abhingigkeit von der
Phasenfunktion ¢ = k - & — ot eingesetztS.

Die Bilanzgleichungen der mittleren Stromung (4.1) setzen sich additiv aus der phasengemittelten
Gleichung (4.60, links) fiir die Stokesdrift u,, (n = 2) und Ou./0t = —ad(6H/6ue)*u, fiir die
Eulersche Strémung zusammen. Durch Anwenden der Beziehungen 0s¢/0x; = 055, /0 und 0s¢ /0t =
0s¢/0¢ sowie durch elementare Umformungen der Art (V,(-)i)s¢ = Va, ((-)is¢) — (954,/0C)(+); erhélt
Gleichung (4.60, links) die folgende Gestalt (4.60, rechts).

0Si3 0S4
(1) o T o
(2) 8 SU _ 0 SijSC . d Siiji
89[,'] ox; o¢
(2) 4, 2) g 2) g,
3) s 06y, _ 150 1f1 s¢ 00\ 0; sy
ot ot oC
0 U (5(2)’&1 0 '&j 5(2)121 S¢ 0 aj 6(2)121 Sz
(4) Sci = — — J
d 6@, dSij  0Si3 d 6@ ;s dSijsc 06
1) bis (4. (N iy 7 N NZC:_ ZJC_ i3 4.
(1) bis (4.) - — ox; 0z di 9% ac (4.60)

Die totale Zeitableitung dé®u;/dt in (4.60) ist gleich (3.) plus (4.). Gleichung (4.60, rechts) wurde
in Sigma-Koordinaten (#;, ¢, t) formuliert. Sie beschreibt den Beitrag einer Spektralkomponente des
Seegangs zur Massen- und Impulsdichte der mittleren Stromung. Um den Gesamtbeitrag zu berech-
nen muss die phasengemittelte Gleichung noch vertikal, iiber die Dicke der Schicht s(¢1) < z < s((2),
und horizontal, iiber die Fliche des Gebietes D, integriert werden. Dann enthélt die rechte Seite der
Gleichung die Divergenz des Radiationstress-Tensor S’ij (4.61) als generalisierte Kraft. Durch die
gewahlte Sigma-Beschreibung der Vertikal-Koordinate ist es moglich, Integration und Phasenmitte-
lung von Gleichung (4.60 rechts) zu vertauschen. Der in (4.60) definierte Operator &;3 ist gleich

(2 2w

Si3 := Sijsu, — [5@)@ se+ iy 0P 5., —Sis , Sy = o / / / Sij v d¢ d*z . (4.61)
D¢ O

Der in eckigen Klammern zusammengefabste Term ist von (n > 3)-ter Ordnung und wird im Fol-
genden durch den entsprechenden O(e ) Term der linearisierten Gleichung [5(1)uzst + (Te) e )ulsgc ]
ersetzt.

Die Transformation der Bewegungsgleichungen in ein mit der Wellenbewegung mitbewegtes Koor-
dinatensystem fiihrt zu einer Zerlegung des seegangsinduzierten Antriebs in eine horizontale und
vertikale Komponente, S,J s¢ und 61 3. Die Bezeichnungen Horizontal und Vertikal beziehen sich auf
die (Z,y)-Ebene des o-Koordinatensystems. Die Divergenz des Radiationstress-Tensors beeinflusst
ausschlieBlich den horizontalen Transport der dynamischen Variablen (Masse, Impuls,...). Das Er-
gebnis fiir die vertikale Komponente éij wird in dem gekoppelten Modell fiir Seegang und Stromung
nicht betrachtet. Nach Integration iiber V', dem Volumen der Wassersédule (; > ( > (2, und Mittelung
iiber die Phasenfunktion 9(¢) erhélt man aus (4.60) eine Bilanzgleichung fiir die mittlere Stromung.

SFiir ¢ = 1 entspricht der W K B-Ansatz (3.12) dem Ansatz linearer Wellen.
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Fir die Auswertung von Gleichung (4.60) werden die Ableitungen der Funktion s benotigt.
(1ycosh khe(1 +¢)

= e e B ~7 n 4. 2

s¢ he + khea sinh (ko) 0s 9(z,1) (4.62)
_ g (ycosh khe(14+¢) . -

Sz ka sinh (khy) sin ¥(Z,t) (4.63)

_ (1) S’th k'he(l + C) . ~ 4.64

St oa sinh (ke sin 9(Z,t) (4.64)

Im Folgenden wird nicht mehr zwischen den Horizontal-und Zeitkoordinaten des z- und o-Koord-
inatensystems unterschieden t = ¢, ; = #; und %; = u;. Auch auf eine differenzierte ~Bezeichnung
des Radiationstress-Tensors in z- und o-Koordinaten wird verzichtet S;; = S;;, 6;; = &;;.

4.3.1 Die Einzelkomponenten des Radiationstress-Tensors
1. Der Reynolds-Stress Tensor

Der Beitrag des Reynolds-Stress d (1)vi5(1)v]- zum Radiationstress-Tensor S;; lidsst sich nach Einsetzen
der linearen Wellenlosung (4.65) in die Bilanzgleichung (4.60) berechnen.

aWo cosh khe(1 + C)

k; h khe(1
L stn e K s e
Das letztendliche Resultat ist gleich
kiki cq 4 cosh?kh.(1 +
5V0;500; = g ) k3 Co 040 2. (4.66)

=V |k[? ¢ 2khe + sinh (2kh,)

In dieser Gleichung (4.66) kennzeichnet ¢, = 0o /0|k| die Gruppengeschwindigkeit und ¢ = o/|k|
die Phasengeschwindigkeit linearer Wellen n(¢) = a!) cos(k;&; — ot). Die intrinsische Frequenz o
ist durch 0? = g|k| tanh(khe) gegeben und der Quotienten c,/c ist gleich ¢,/c = (sinh(2khe) +
2khe)/2sinh(2khe).

2. Die Variation des Drucks aufgrund von Seegang

Eine jede Storung 6(Mu des barotrophen Gleichgewichtszustandes u, produziert eine Stérung des
Druckfeldes 6(Vp. Durch die Bernoulli Gleichung in ihrer linearisierten Form (4.67) ist 6(Yp gegeben.

230(¢) | IWp(C)
ot P

+gsWh=0 ,  §Wh=s—s (4.67)
Bei der Herleitung dieser Gleichung” wurde das Geschwindigkeitspotential §(V®(¢) (4.57) verwendet
und die Dichte p konstant gesetzt.

960 aWo cosh khe(1 + () 9
ot |k sinh khe Ot

0% cosh khe(1 + ()

sin(kiXi — ot) = = k| sinh kh
v €

(<) (4.68)

"Fiir eine nicht stationire und wirbelfreie Strémung ist die Bernoulli Gleichung gleich g—;‘; + % +/ % dp+gz = F(T)
[P1j90].
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Fiir ein lineares Wellenfeld (4.65) ist §(!)p gleich

sWp  a9sMe 51, cosh khe(14+¢)  sinh khe(1+ ()
p oo ITs)= (C ik khe "9 sinh khy ) (©)-

(4.69)

Die seegangsbedingte Variation des Drucks unter Flachwasser-Bedingungen

In flachen Gewissern, wo die Wellenléinge \ sehr viel groer als die Wassertiefe ist he/A < 1 kann
die Stérung des Druckfeldes 6(V)p durch den hydrostatischen Druck p*¢gd() h ersetzt werden.

6 p? g sinh?khe(1 4+ ¢)
) _ 5 [9amy2 e
% 9 55— = % [2(“ ) ] he sinh2(khe)

05219(t) (4.70)

4.3.2 Der Radiationstress fiir ein inkompressibles Fluid.

Fiir das in Kapitel 4.1 und 10.5 behandelte Beispiel eines inkompressiblen Fluids, dessen phasenge-
mittelte Bewegung auf einer Aquipotentialfliche des Gravitationsfeldes stattfindet, ist der hergelei-
tete Radiationstress-Tensor gleich

(2 2m

1

o W y.sWp: 4 6..60 2

Sij 2W///((s vi6Mw; + 850 p) i d¢ dx . (4.71)
DGO

Werden die Zwischenergebnisse (4.66), (4.69) in die horizontale Impulsbilanzgleichung der mittleren
Stromung (4.60) (u = v, +5Mw) eingesetzt und das Resultat iiber die Phase 9 gemittelt und vertikal
integriert, dann erhilt man das folgende Gleichungssystem als Ergebnis.

d {6Pu;sc) 0Sijsc 063
T drox;
G2 27
mit SijSC == 27:‘//// [3(6(1)vi6(1)vj+5C5(1)p5i]} d9 dC d2£ (i,j:1,2)
DG 0
G2 27
Gy = % / / / {5<1>v,~ {swié(l)vj—st—é(l)w} —uejé(l)vjsfﬁj+8Ii6i35(1)p}d19dgd2g
D¢ O

=M

Bei der Berechnung von &;5 wurde Siz = 6Mv;6Mw, und Sij = (5(1)111-6(1)11]- in Gleichung (4.61)
eingesetzt. Die in 6,3 zusammengefassten Terme enthalten Produkte der Winkelfunktionen sin 1 und
cos ¥. Daher verschwinden diese Terme nach Mittelung iiber die Phase ¥ der Wellen (sin 9 cos 9 =
sin 219). Der Radiationstress-Tensors in der horizontalen Impulsbilanzgleichung (4.60) der mittleren
Stromung ist gleich (4.73).

G2
cg 4 cosh®khe(1+C) [ kik; tanh khe(1 + Q)
Siisc = hekE | 2 ° "L 6 |1 — Z d 4.72
756 ¢ / ¢ 2khe + sinh(2khe) \ K2 tanh(khe) ¢ @n)
C1

kik;
k2

= EX,(ET) <%g [ + 5ij:| By = 5ijF2) (4.73)
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In dieser Gleichung kennzeichnet E(X,(,k,T) die vertikal integrierte und phasengemittelte Energie
E = %g(a(l))Q. Um das Ergebnis in kompakter Form niederschreiben zu kénnen wurden folgende
Abkiirzungen eingefiihrt

sinh 2khe(1 + Q)| + 2khe (1 + Q)¢ cosh 2khe(1+ ()¢

F, = 4.74
sinh(2khe) + 2khe ’ 2 dsinh2(khy) (474)

F =

mit ()|g? = (-)(¢2)—(-)(¢1). Die Formulierung der Kontinuitéitsgleichung (Seegang) unter Verwendung
von o-Koordinaten ist gleich

(1), (1), (1) M)y, M
o 00Wv 98Wvi sy, 96wl 1 (0(345 v)  96W5 %> . (475)

oz, o sc 0 sc sc\ " om o ot

Bei der Herleitung von Gleichung (4.75) wurden die Beziehungen 0s¢/0x; = 0s,,/0C bzw. 0s4/0¢ =
0s¢/0t und die Definition von MG = 5,,000; — 5, — dWw verwendet. Da sowohl (s¢) als auch
<5(1)&)}> gleich Null sind, bleibt nach Mittelung iiber die Phase ¥ nur der erste Term auf der rechten
Seite von Gleichung (4.75) bestehen.

Tragt man alle Ergebnisse zusammen, so erhéilt man einen Satz von Gleichungen, der mit den Re-

sultaten fritherer Arbeiten (Longuet-Higgins & Stewart, 1962 [LoS62] & 1964 [LoS64]; Phillips, 1969
[Phi69]; Rosenthal & Dolata, 1984 [Ros84]; Melor, 2003 [Mel03]) vergleichbar ist.

d(heve;) N d(hevsa,) _ O(hepe)  OSyse) o Olheves) N 9 (sc0Wv;)

dT ar — 0X; 0X; 0X; X,

—0  (4.76)

Das gekoppelte Modell fiir Seegang und Stromung (Kapitel 6) verwendet die Formulierung (4.76a)
und (4.76b) der horizontalen Impulsbilanz- und Kontinuitétsgleichung. Die Stokesdrift ist gleich
hevsq, = (s¢6Mv;). Nach Integration iiber die Wasserséule von ( = —1 am Boden bis ¢ = 0 an der
mitbewegten Oberfliche ist der Radiationstress-Tensor S;; gleich

Sijsg e E%% + 5Z'jE (% - %) . (4.77)
Diese Gleichung entspricht dem Ergebnis von Phillips (1977, [Phl77], pp 336).
In diesem Abschnitt wurde der Radiationstress-Tensor fiir eine Schar iibereinander liegender Ebenen
(X,Y,Z = konst.) des R? berechnet. Das Ergebnis ist nur unter der Voraussetzung giiltig, dass die
mittlere Hydrodynamik auf einer Aquipotentialebene des Gravitationsfeldes stattfindet und von dem
Eulerschen Stromungszustand auf den anderen Ebenen nicht abhiingt. Dann kontrolliert® der Tensor
[ (S, ) d*X (4.22) die zeitliche Entwicklung der mittleren Strémung in der betrachteten Ebene.
Der Beitrag des Tensors [ <Sij2> d3X (4.23) wird im gekoppelten Modell fiir Seegang und Strémung
nicht beriicksichtigt (Kapitel 4.1). Deshalb hingt die seegangsinduzierte Stromung nur noch von den
mittleren Seegangsgroflen ab und nicht mehr von der Struktur des Eulerschen Stromungsfeldes in
der (X,Y, Z = konst.) Ebene.

8Der Einfluss von Dissipation und meteorologischem Input von Energie und Impuls wird hier nicht betrachtet. Siehe
dazu Kapitel 8
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4.3.3 Der Radiationstress fiir ein Fluid unter Flachwasserbedingungen.

In Kapitel 4.2 wurde der Spezialfall eines homogenes, flaches Gewiissers behandelt (4.26), (4.27).
Die Beschreibung der Bewegung erfolgt in einem Koordinatensystem (&,7,2), das mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit f/2 um die Vertikal-Achse Z herum rotiert. Der hergeleitete Radiationstress-
Tensor setzt sich aus dem Reynolds-Stress Tensor <5(1)vi5(1)vj> und dem Beitrag seegangsbedingter
Druckfluktuationen (8;;(g6Y h?)/2h. ) zusammen.

C2 2m
1
e (COJ (¢S P 9 sp2 2 4
Sijs¢ 27TV/// (5 ;0 U]SC+6”2h55 h SC> dy d¢ d°zx . (4.78)
DG 0
Werden die Ergebnisse (4.66) und (4.70) in den Ausdruck (4.78) fiir den dreidimensionalen Radiation-

stress-Tensor unter Flachwasser-Bedingungen eingesetzt, so erhélt man nach Ausfithren der Integra-
tion und Phasenmittelung das folgende Resultat

¢
e (4 cosh?khe(1+C) Kik; J Asinh?kh(140) gby; 4o
CACTEE 2khe + sinh(2khe) k2 2khe + sinh(2khe) 2heo?
a
a sinh 2khe(1+ )| + B 2khe (1 + )|
G ( C)IQ 1+l ‘ (4.79)
c 2khe + sinh(2kh,)
Die beiden skalaren Faktoren a und # in (4.79) sind gleich
kikj géij kzk] géij
= d = — . 4.80
@ [ 2 ono? A T (480)

Die in o-Koordinaten transformierte Kontinuitétsgleichung (4.51) kann in gleicher Weise wie (4.75)
hergeleitet werden.

95Whs,  95Vh oMy s 0
i2¢ Y (lsMWS Lo 1) = 4.81
5 + oz, ac ([5 w+ st}(S h) 0 (4.81)

Die beiden Terme® sV §MW A und s; 61 enthalten Produkte der Winkelfunktionen sin 9 und cos 9,
die nach Phasenmittelung verschwinden. Aus dem gleichen Grund kénnen auch die phasengemittel-
ten Komponenten des Tensors &;; gleich Null gesetzt werden. Die Bilanzgleichungen des mittleren

Wasserstandes (h) und der mittleren Stromung he (v;) = (hevi) = helve; + Usq;] sind deshalb gleich
(4.83) und (4.84).

0 h? L9 h2 v, L9 (6Wh s¢) L9 (6Wh M, s¢)

oT 0X; aT X, =0 (483)
9 (hev;) O (hevjv;)  Ogh? . 0Sijs¢
or T ax, ox, |lefuklive = ~px (4.84)

9 Anmerkung: In Kapitel 4.2 wurde der Radiationstress-Tensor (4.78) aus den O(e?)-Bilanzgleichungen fiir (h, m.;)
durch Transformation der Variablen (h,m;) — (h,v;) hergeleitet. Der so berechnete Tensor S;; unterscheidet sich von
dem Resultat (4.82) der Stérungsrechnung fiir den Variablensatz (h,v;) in einem wesentlichen Punkt. Im ersten Fall
ist der Beitrag seegangsbedingter Druckfluktuationen zu S;; gleich dp; ~ sMp? (4.78) und im zweiten Fall gleich
0pa ~ 0WMhse (4.82). Das Verhiltnis beider Terme entspricht 6p1 /6p2 = (khe) ™ tanh khe(1 + ).

C2 27

Sijsq = # / // (émvi 5<1)’Uj S¢ + 51']' g 5(1)]1 Sc) d’L9 dC d2£ . (482)
D ¢ O

Unter der Voraussetzung von Hydrostatik (96 ® /0t = 0) (in (4.69)) entspricht der hergeleitete Radiationstress-Tensor
(4.82) dem Tensor (4.71) fiir ein inkompressibles Fluid.



Kapitel 5

Die Kanonische Seegangstheorie -
Hamilton-Jacobi Theorie

Fiir eine grofle Anzahl von physikalischen Problemen ist die Integrierbarkeit der dynamischen Glei-
chungen nicht gewéhrleistet oder kann in einfacher Weise nicht etabliert werden. Selbst wenn das
Hamiltonfunktional H(q', p;) explizit zeitunabhingig ist, miissen die hamiltonschen Gleichungen kei-
nen vollstdndigen Satz von Impuls-Invarianten p; generieren. Die Lagrangefunktion L kann singulér
sein und die kanonischen Impulsvariablen p; = OL/9¢" daher unbestimmt. Neben den generalisierten
Koordinaten ¢* und Impulsen p; kann das zeitunabhiingige Hamiltonfunktional H (g%, p;) noch von
Parametern wie z.B. der Pendellinge, Materialkonstanten (Federkonstanten, Gravitationskonstante)
oder elektrischen und magnetischen Feldstéirken abhéngen, die eine Funktion der Zeit sind. Durch
Variation der Parameter wird Arbeit am System verrichtet. Die Energie ist deshalb keine Erhal-
tungsgroBe mehr. Die Hamilton-Jacobi (HJ) Theorie wurde zu dem Zweck entwickelt, Lésungen der
Ausgangsgleichungen in geschlossener Form durch Transformation der kanonischen Koordinaten auf
einen geeigneteren Satz kanonischer Koordinaten und anschlieSender Integration der Gleichungen
zu finden. Offensichtlich ldsst sich das Problem leichter integrieren, wenn die neuen Koordinaten Q*
zyklisch sind, das Hamiltonfunktional also nicht von ihnen abhéngt. Es ist einfach zu iiberpriifen,
dass die dazugehorigen Impulsvariablen P; Konstanten der Bewegung sind. Wenn alle Koordinaten
zyklisch sind, dann sind auch alle Impulse invariant und das Hamiltonfunktional K (Q?, P;) ist eine
Konstante der Bewegung. In diesem Fall wird die Zeitableitung der Koordinate @ zu einer Kon-
stanten, da sie der Ableitung des Hamiltonfunktionals nach der Impulsvariablen entspricht (2.3).
Die Bewegung der Teilchen (Q°, P;) ist linear in der Zeit. Ein kompletter Satz von Impulsinvarianten
definiert eine glatte Oberfliche (Mannigfaltigkeit) im Phasenraum, auf welcher sich die Dynamik
entwickelt (Noether Theorem). Unter der Voraussetzung, dass diese Oberflichen kompakt und ein-
fach zusammenhéngend sein sollen, nehmen die Mannigfaltigkeiten M die Gestalt von n-Tori an,
auf denen Winkel-Wirkungsvariablen definiert werden kénnen.

Das Konzept der Hamilton-Jacobi Theorie beruht auf der folgenden Idee: kanonische Koordinaten-
transformationen erhalten die kanonische Struktur der dynamischen Gleichungen und die Form der
Hamiltonfunktion H. Die kanonischen Ausgangsgleichungen sind integrabel, wenn eine kanonische
Transformation von H nach K, der neuen Hamiltonfunktion, gefunden werden kann, so dass die
transformierten kanonischen Gleichungen integriert werden kénnen. Das Problem derartige kanoni-
sche Transformationen zu konstruieren reduziert sich zu der Aufgabe, Losungen der Hamilton-Jacobi
Gleichung zu finden. Das ist eine Bedingungsgleichung fiir die Erzeugende S der Transformation, auch
Prinzipalfunktion genannt. Wie sich herausstellt, geht das Problem, .S zu bestimmen, in das Problem

47
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iiber, die Hamilton-Jacobi (HJ) Gleichung zu separieren. In diesem Kapitel wird die Integrabilitit
des Hamiltonschen Systems und damit die Seperabilitit der HJ-Gleichung vorausgesetzt.

Fiir die Herleitung der HJ-Gleichung werden zeitabhéngige kanonische Transformationen der Ha-
miltonschen Gleichungen betrachtet. Transformationen dieser Art werden durch Erzeugende vom
Typl S = 5(q,Q,t) und Typ2 S = S(q, P,t) generiert. Durch Verwenden der Erzeugenden S(q, Q,t)
erhélt die Transformationsgleichung von H die folgende Gestalt K = H(q,p(q,Q,t),t) + 9;S. Die
neue Hamiltonfunktion K hiingt nicht von den Ableitungen der Erzeugenden S nach ¢' und Q' ab,
da beide Funktionen H(q’,p;) und K(Q’, P;) die Hamiltonschen Gleichungen erfiillen miissen. Nach
Voraussetzung sind die neuen Koordinaten zyklisch und K ist konstant. Es ist dann immer moglich,
eine solche Konstante gleich Null zu setzen K(Q', P;) = 0. Unter der Voraussetzung, dass (Q,q)
unabhéngige Koordinaten sind (det(0Q/dq) = 0) konnen die partiellen Ableitungen von S(q, @, 1)
gebildet werden:

pi=0;S,  Pa=0geS. (5.1)

Nach dem Einsetzen von p; = 9,5 in die Transformationsgleichung fiir K = 0 erhélt man eine
partielle Differentialgleichung (5.2) fiir die Erzeugende S, die Hamilton-Jacobi Gleichung.
95 95(q, Q1)
0=K=H(qg 22 t)+2200%0Y
(q g > LT
Die beiden Gleichungen (5.1) und (5.2) bilden den Satz kanonischer Transformationsgleichungen.
Die physikalische Bedeutung der Funktion S folgt aus der totalen Zeitableitung von S(q,@,1).
das oS 08 . 0S .
—_ == - « 5.3
i~ ot Tagl T aga? (53)
Die partielle Ableitung von S nach ¢* wird durch p; festgelegt (p; = 0,:S) und H ist gleich H = —9,5.
Wenn @ konstant ist (Q* = 0), dann ist Gleichung (5.3) zu Beziehung (5.4) équivalent.

ﬁzpic}"—HzL, Sz/Ldt (5.4)

(5.2)

dt

Die Erzeugende der kanonischen Transformation entspricht dem Wirkungsfunktional S.

5.1 Kanonische Storungstheorie

In diesem Kapitel wird kanonische Storungstheorie dazu verwendet, Losungen fiir die nichtlinearen
Anteile der Stérungsentwicklung (Kapitel 3) herzuleiten. Unter der Voraussetzung, dass die Hamil-
tonfunktion H (u,€,t) in einen integrablen Part Hy, welcher die Dynamik linearer Losungen bestimmt
und einen nicht-integrablen Part Hj, der verglichen mit Hy klein ist (¢ < 1), zerlegt werden kann,
ist es gestattet, H(u,e€,t) in eine Storungsreihe zu entwickeln.

H(u,e,t) = Ho(s,t) +eHy(u,t) = Hy(u,t) +eHY (u,t) + 2H® (u,t) + ... (5.5)

Fiir den hier betrachteten Fall rotationsfreier Gravitationswellen in einem idealen, homogenen Fluid
ist der dynamische Vektor u = (1,17)” durch den Wert des Geschwindigkeitspotentials ¢ (z,t) und
die Position z = n(z,t) der freien Oberfliche gegeben. Eine Fourier-Entwicklung der kanonischen
Variablen ¢ = ppw} und n = ¢"w;, (iiber k wird summiert) fithrt zu einer Zerlegung des Funktio-
nals H, die nur noch von den generalisierten Koordinaten ¢* und Impulsen pj abhingt! [Mil75],

'Die Hamiltonfunktion H = § [", (V¢))* dz + 3591° = 3 (K°prp—k + 9q"q~") entspricht der kanonischen Hamilton-
funktion (5.6) nach Variablentransformation §* = \/§q'c und pr = kpk
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[Mil76]. Spiter werden die kanonischen Winkel-Wirkungsvariablen (9%, I;,) mit u, bezeichnet. An
jedem Punkt des Koordinaten-Raums erfiillen die Funktionen {z"} die Orthogonalititsbedingung
(wg,w]) = O Der integrierbare Teil der kanonischen Hamiltonschen Gleichungen H = Hj be-
sitzt einen vollstédndigen Satz von Eigenfunktionen w. Deshalb kénnen die kanonischen Variablen
¢ = (¢%, p;) in Winkel-Wirkungsvariablen iiberfiihrt werden. Im nichsten Kapitel 5.1.1 werden Bi-
lanzgleichungen fiir die neuen Variablen (9™, I,,) durch kanonische Transformation der linearisierten
Ausgangsgleichungen hergeleitet.

5.1.1 Linearisierte Wellentheorie

Fiir ein spezielles physikalisches Problem lassen sich stets durch Linearisierung Bewegungsgleichun-
gen herleiten, die den dynamischen Gleichungen des Hamiltonsystems H = Hj freier Moden ent-
sprechen. Die Herangehensweise stimmt mit der in Kapitel 3 verwendeten iiberein. Nach Reihenent-
wicklung der Hamiltonschen Gleichungen, mit Abbruch nach der ersten Ordnung, wird ein Fourier-
Moden-Ansatz fiir die dynamischen Gréflen eingesetzt. Es ist auch moglich, das Hamiltonfunktional
Hj aus den GesetzméaBigkeiten der klassischen Mechanik heraus abzuleiten (Anhang A1 (10.2)). Die
Funktionale Hy sind auf den kanonischen Orbits O definierte Casimirfunktionen und damit automa-
tisch Invarianten der Bewegung.

1 %
Ho =5 |pe(pi)" + 0t ¢°(d")" |, (5.6)
Aufgrund der Integrabilitéit des kanonischen Systems mit dem Hamiltonfunktional Hy existiert eine
vollstandig separierbare Prinzipalfunktion S. Die Funktion S ist die Erzeugende der kanonischen
Transformation in Winkel-Wirkungsvariablen und als Losung der Hamilton-Jacobi Gleichung gege-
ben.

oS -
L H (G p) =
(" pi) o

98 10S [(9S\* o2
ot

o + 294" Ty ¢"(¢")* =0 (5.7)
Es werden separable Losungen S der HJ-Gleichung gesucht. Deshalb existieren die zwei Funktio-
nen W(q,Q) und T'(t,Q), aus denen sich die Prinzipalfunktion S(q,@,t) additiv zusammensetzt
S(q,Q,t) = W(q,Q)+T(t,Q). Nach dem Einsetzen von S(¢, @, t) in die HJ-Gleichung und Sortieren
der entstehenden W- und T-Terme auf die linke bzw. rechte Seite der Gleichung erhilt man (5.8)
als Ergebnis. Es treten keine Mischterme von W und 7" auf. Die Separationskonstante « in (5.8)
entspricht der urspriinglichen Hamiltonfunktion Hy(q, p).

2

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass S und ¢ reell sind und T wird gleich —at gesetzt. Das Integral
auf der rechten Seite von (5.8) kann explizit ausgewertet werden. Uns interessiert aber nicht die
konkrete Form der erzeugenden Funktion W, sondern die Transformation der Ausgangsgleichungen.
Die Integration von (5.8b) wiirde eine zusétzliche Konstante zur Folge haben, die zu S addiert werden
miisste. Es ist aber nicht notwendig, sie zu beachten, da alle Konstanten, die fiir die Transformation
¢ = (¢',p;) — (9", I,,) benstigt werden, schon vorhanden sind.

Um die Transformation abzuschliefen, muss P = quS , der konjugierte Impuls von @, bestimmt
werden. Dies wird indirekt getan, indem der konjugierte Impuls von a@ bestimmt wird. Es ist bekannt,
dass die konjugierte Variable einer Energie-Variablen « eine Zeit-Variable g ist. In Gleichung (5.9)
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besitzt [ die Bedeutung eines Anfangswertes fiir die Zeit ¢.

S oW
Btt=——tt=——=

1 / dq®
O Oa \/;’% \/W

Da « und § zueinander konjugierte Variablen sind, ist es sinnvoll, sie als neue kanonische Va-
riablen einzufiihren (Q,P) = («, ). In diesem Fall entsprechen die Transformationsgleichungen
Q(¢*,pr) = a = Hy und P(¢*,p) = B (eqn.(5.9)). Die invertierten Gleichungen sind durch
¢"(a, 3) und py(a, B) (5.11a,b) gegeben. Die neue Hamiltonfunktion ist, wie erwartet, gleich Null
K0:H0+8S/8t:a—a:0.

Aufgrund der vorausgesetzten Separabilitidt der HJ-Gleichung ist pr, = pg(«, ) tatséchlich eine Funk-
tion von «ay und B(ay). Deshalb liegen die kanonischen Orbits auf Energie-Oberflichen die durch oy
gegebenen sind. Das aj, unabhéngig von den anderen generalisierten Koordinaten (o, 3;) (j # k) ist,
macht es so interessant fiir Untersuchungen der Trajektorien des Systems. Selbst wenn es unmdoglich
ist, eindeutige und vollstdndige Losungen des Hamiltonschen Problems zu finden, kénnen wesentliche
Eigenschaften des Systems immer noch dargestellt werden.

Wir betrachten physikalische Systeme deren Orbits einen beschréankten Bereich des Phasenraums
nicht verlassen. Fiir die kanonische Beschreibung von Oberflichenwellen werden geschlossene ,, Rotati-
ons“-Orbits verwendet, die nach dem Durchlaufen von mehreren ,,Loops“ zu ihrem Ursprungspunkt
im Phasenraum zuriickkehren. Wenn ein periodischer Ansatz fiir g, in Gleichung (5.9) eingefiihrt
wird, dann ist das Ergebnis der Integration von 3 = 95/d« gleich

1 dq* -
52\/;%/\/m—t:\/;iszn1(«/0%/2aqk)—t.

Fiir die kanonischen Variablen ¢" und pj, = 9,+S = 0, W kénnen aus den Gleichung (5.10) und (5.8)
die nachfolgenden Terme hergeleitet werden.

2c 2ce
k _ . k _ k
q" = ‘/a—gsmﬂ and pk—\/alzﬂa—z—(qk) =V2a cos ¥ (5.11)

Bei der Berechnung von ¢* und pj wurde die Phasenfunktion 9% = \/02(B + t) definiert. Es ist

(5.9)

(5.10)

nun leicht zu tiberpriifen, dass die Separationskonstante « gleich dem Hamiltonfunktional Hy ist,
Ho = 3(p? + 02q¢}) = 3V4a2.

Systeme mit n Freiheitsgraden besitzen Trajektorien, die auf einem n-Torus liegen T". Der Satz
invarianter Tori fiillt den 2n-dimensionalen Kotangentialraum 7*(Q) vollstindig. Eine Trajektorie,
die auf einem n-Torus startet, wird fiir alle Zeiten auf ihm bleiben. Deshalb ist die Variable, wel-
che den n-Torus festlegt, eine Invariante der Bewegung. Das System ist vollstéindig Integrabel (im
Sinne von Liouville), wenn die n-Tori kompakt und n-dimensional sind. Dann existiert eine kano-
nische Transformation, die generalisierte Koordinaten (¢*, py) in Winkel-Wirkungsvariablen (9%, I,
iiberfiihrt. Eine Erzeugende dieser Transformation ist W (g, 1) = W (g, Q(I)). In den neuen generali-
sierten Koordinaten entspricht die Hamiltonfunktion I~(0(19k , I,) der hergeleiteten Hamiltonfunktion
Ko(Q, P), als Funktion der neuen Variablen (9%, I, = a3 /0}) geschrieben. Da oy konstant ist, und
daher auch I, eine Konstante ist, sind die konjugierten Koordinaten 8% und 9% zyklisch. Deshalb
héngt die Hamiltonfunktion Ko nicht von der Winkel-Variablen 9% ab. Die erzeugende Funktion
W(q,Q(I)) kann auch dazu verwendet werden, die kanonische Variable 9% zu definieren. Oft ist es
aber schwierig, 95 zu berechnen und die Frequenzen Ik = 0K /0I = o), werden stattdessen betrach-
tet. In Winkel-Wirkungsvariablen ist die Dynamik des Problem dadurch gekennzeichnet, dass I
eine Erhaltungsgrofe ist und die Winkelvariable sich linear mit der Zeit dndert 9% = oyt + 19’5. Dann
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entspricht die Wirkungsvariable I dem Kurvenintegral von py = J,xW entlang der geschlossenen
Trajektorie.

2w
1
I, = o /pk dgk = o \/7 /003219’“ dy = U_k wobei d¢F = \/Za/a,% cos?* do (5.12)
0 O}

In Gleichung (5.12) wurde ausgenutzt, dass § d¥* = 27 und 9% = OK /81 Die Winkelvariable 0% ist
periodisch und nimmt bei jedem Durchlauf des Orbits um 27 zu. Die neue Koordinate 9% beschreibt
die Bewegung entlang der Trajektorie. Der n-dimensionale Torus, auf den die Bewegung projiziert
wird, ist durch die neue Impulsvariable I}, festgelegt.

Nach dem Zusammentragen aller Ergebnisse der kanonischen Transformation und Identifizieren der
Erzeugenden W mit W (q, J) (Type 2) erhélt man die folgenden Gleichungen.

oW e OW
Ogk ’ Oy

Unter Verwendung der Transformationsgleichungen ¢* = i/2I} /opsin 9% und py = /2Iyorcos O*
koénnen die alten Variablen (¢¥, p) als Funktion der neuen Variablen (9%, I;,) geschrieben werden.
Zum Schluss noch zwei Kommentare iiber die Einschrankungen, denen die Transformation der kano-
nischen Variablen in Winkel-Wirkungsvariablen unterliegt. Die Variablen (9%, I;,) kénnen nur unter
der Voraussetzung, dass Turbulenzeffekte vernachléssighar sind, zur Charakterisierung des k-Torus
herangezogen werden. Andernfalls wiirde ein Pfad auf dem Torus den gleichen Punkt nicht zwei Mal
passieren, und die Trajektorien wiren aperiodisch. Das Problem der Periodizitit stellt eine ernst-
hafte Einschrinkung der im (9%, I})-Bild beschreibbaren Dynamik dar. Fiir mogliche Trajektorien
auf dem Torus miissen die Frequenzen a, b vergleichbar sein. Wenn ein Orbit a-mal und der an-
dere Orbit b-mal durchlaufen worden ist, miissen beide zur gleichen Position zuriickkommen. Nur
rationale Verhéltnisse a/b € Z kommen in Frage. Allgemein sind alle reellen Zahlen als Frequenzen
a, b erlaubt. Deshalb besitzt die Menge der vergleichbaren Frequenzen das Mafi Null innerhalb der
Menge aller moglichen Frequenzen.

Das zweite Argument beschéftigt sich mit der Frage, wie ,optimal® die Wahl der I}, ist. Entlang eines
1-Torus gibt es zwei verschiedene Arten von kreisformigen Pfaden. Die eine Gruppe verlduft entlang
der Grofikreise des Torus. Die zweite Gruppe folgt imaginédren Querschnitten durch den Torus. Diese
Schnitte machen ihn topologisch dquivalent zu einem Zylinder mit periodischen Randbedingungen.
Bisher haben wir uns bei den Betrachtungen in diesem Kapitel auf solche Orbits beschrankt. Gene-
rell sind aber alle méglichen Kombinationen von Pfaden erlaubt. Daher ist unbekannt, ob der Fluss
der eingefithrten Wirkungsvariablen tangential zu einem der beiden speziellen Wege hin ausgerichtet
ist, oder einer allgemeineren Richtung folgt. Ohne zusétzliche Voraussetzungen miissen die beiden,
zu den Wegen (1) und (2) gehérenden Frequenzen o1 = 9;9% und o9 = ;9% nicht vergleichbar sein.
Im Fall von Seegang wird von periodischen Trajektorien ausgegangen und der Wellenvektor k in die
kanonische Betrachtung eingefiihrt. Der Wert von 19’2“ = 03 t — k -  unterscheidet sich von 19’1“ um
den Beitrag k- . Wenn die Bewegung entlang der Trajektorien des kanonischen Systems auf die
Querschnittsflichen des Torus projiziert wird, erhédlt man das urspriingliche Ergebnis 01 = o9. Fiir
einen ,,optimalen“ Torus betrédgt die Phasenverschiebung entlang des Torus vielfache von 27 oder
ist vernachléssigbar gering.

Die Wirkungsvariable I}, (k;(X;,T), X;,T') ist eine mittlere Seegangsgrofe, die sich auf grofien rdumli-
chen X; = Z;/¢ und zeitlichen T" = t/e Skalen dndert (¢ < 1). Da sie eine adiabatische Invariante der
Bewegung (Gleichung (2.10)) ist, lassen sich die transformierten Bewegungsgleichungen wesentlich
einfacher 16sen. Fiir den Spezialfall linearer Seegangsmoden und einem verschwindenden Netto-Effekt
der Source-Funktionen @); besitzen die Seegangsgleichungen die triviale Form dIj/dT = 0. Im Fal-
le nicht-stationérer Systeme dIj/dT = O(e) (Kapitel 8.2), deren Energiebilanz durch nichtlineare

Pr = K(ﬂkalk) = H(q(ﬁkajk)vp(ﬁkvlk)) : (513)
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Effekte, windinduziertem Energieinput und Dissipation beeinflusst wird, entsprechen die Bilanzglei-
chungen den Beziehungen

do* dly oI,  OI
= = ow kil and G = Gy,

) dly, -
X; + d—kik;i = ;Qj. (5.14)

Das néchste Kapitel 5.3 beschéftigt sich mit der Frage, welchen Einfluss die nichtlineare Wechsel-
wirkung von Seegangsmoden auf die zeitliche Entwicklung des Wellenfeldes hat. In (5.14b) ist dieser
Beitrag auf der rechten Seite der Gleichung als Source-Funktion enthalten. Die linke Seite beschreibt
die Dynamik linearer Seegangsmoden mit der Dispersionsrelation Q; = \/gk tanh kh + k; - (v;).

5.2 Phasendynamik und Radiationstress

In Kapitel (3.2.2) wurde eine Erhaltungsgleichung (3.39) fiir die GroBle Wellenwirkung aus der Li-
nearisierung des Lie-Poisson Systems (3.2) hergeleitet. Fiir die k-te Mode ist die Wirkungsvariable
Ij; gleich dem Quotienten aus Energie FE(k;) und intrinsischer Frequenz o(k;). Dabei ist F(k;) die
iiber die Wassersiule integrierte Energiedichte Ho(X;,t), die nicht mehr von der Winkelvariablen "
abhéngt. Es ist nun nicht weiter schwierig, eine Bilanzgleichung fiir die Seegangsenergie Ej = %pa%
(a :=Amplitude der k-ten Mode) aus der Erhaltungsgleichung dIj/dT = 0 (3.39) herzuleiten. Dazu
miissen die spektralen und rdumlichen Wirkungsfliisse berechnet werden, die nur von [; und den
Ableitungen der Frequenz Q(X;(T), (he,vi, ki)(X;,T),T) abhéngen.

oo
Vx,Q ; [(Vi,Q) Vi, ki + k;jVx,v;] + a_hevxihe (5.15)
do kj
und Vi Q = v+ En (5.16)
In einem Zwischenschritt ist dabei die elementare Beziehung Vx k; = V X; k; ausgenutzt worden.
Nun wird die Wirkungsbilanzgleichung (5.14b) (3°, Q; = 0) unter Verwendung des totalen Zeitablei-

tungsoperators dr(-) = 0r(-) + Vi, QVx,(-) — Vx,QVy, (+) zerlegt.

O_ﬁ N O (dT O dT) (517)
1 (dE, Ej 0oy Oh V4. Q Ooy, Vx,Q 0oy

= (== =R i Rt 1

O (dT (o ah E)T k [ 8Xi+ k O 8kl (5 8)

Der Parameter h.(X;,T) kennzeichnet die lokalen Eigenschaften des Mediums. In dem hier ver-
wendeten Zusammenhang entspricht h, der Meerestiefe. Es werden lineare Wellen betrachtet o5 =
\/ gk tanh(kh.), deren Definition von Gruppen-und Phasengeschwindigkeit ¢, = %Lé“, c= %’“ in die
rechte Seite von Gleichung (5.18) eingesetzt wird. Dadurch ergeben sich folgende Zwischenergebnisse.

h aUk Cqg 1 k Gak Cg

- -9 _ - —F_ 19 5.19

o Oh c 2 b oy, Ok c ( )
Nach einigen elementaren Umformungen und Einsetzen der Kontinuitétsgleichung 0rh. = —V x, hev;

erhdlt man die Beziehung I;04, = ) Si; - Vx,v; als Ergebnis. Der Tensor S;; entspricht dem zwei-
dimensionalen, iiber die Wasserséule integrierten Radiationstress (4.77) aus Kapitel 4.3.2. Die Ener-
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giebilanz des Seegangs Ej, = —I;,dy, ist gleich (5.20).

0 — dEk Ek (%k’z k’j aUk > 8111-

kL h
ar oy ok k | Oh, °) 0X;

J
dEk N Cqg ki kj Cqg 1 N (’)v,-

Die rechte Seite der Gleichung (5.20) enthélt das Skalarprodukt des Radiationstress-Tensors S;; mit
Ox;vi. In der Impulsbilanzgleichung der Oberflichenstromung ist der Divergenzterm von S;; mit
entgegengesetztem Vorzeichen enthalten (4.24). Diese Dualitét kennzeichnet den Radiationstress als
Austauschgrofle zwischen den beiden verschiedenskaligen Prozessen Seegang und Stromung. Fiir ein
homogenes Wellenfeld mit konstanter Energie ist der Radiationstress gleich Null. Andernfalls wird
dort, wo der Energieinhalt des Wellenfeldes sich durch Refraktion, Propagation, Windinput, Dissi-
pation und nichtlineare Wechselwirkung dndert, Seegangsenergie als zusétzliche Bewegungsenergie
in das Stromungsfeld induziert.

5.3 Nichtlineare kanonische Storungstheorie

Ausgangspunkt der kanonischen Stérungstheorie, wie sie in diesem Abschnitt vorgestellt wird, ist die
Taylor-Entwicklung der Hamiltonschen Gleichungen aus Abschnitt 3. Eine Analyse der auftretenden
Beitriage nichtlinearer Ordnung liefert eine Aussage iiber den Einfluss der nichtlinearen Wechsel-
wirkung von Seegangsmoden auf die zeitliche Entwicklung des Wellenfeldes. Im Gegensatz zu den
Arbeiten von K. Hasselmann (z.B. [Has61]) zu diesem Thema wird hier nur eine Entwicklung der Aus-
gangsgleichungen bis zur ersten nichtlinearen (der zweiten) Ordnung betrachtet. Das Ergebnis sind
kanonische Gleichungen fiir die generalisierten Variablen (qk ,px). Die Hamiltonfunktion H wird bei
der Herleitung dieser Gleichungen in eine Potenzreihe (5.21) entwickelt. Durch Transformation der
Variablen (¢*,py) — (af,a; ) lisst sich eine symmetrische Orthonormalmodenzerlegung einfiihren
[Kom94]. Die neuen Variablen a;f = 1/v/204(p_x — ioq"®) und a; = 1/v/20%(p— + iokq®) sind zu-
einander adjungiert und nicht hermitisch. Die Mode a_, entspricht dem komplex-konjugierten von
az. Auf diese Weise ist die Wirkungsvariable der k-ten Mode erster Ordnung durch das Produkt
I, = a;a:k gegeben.

Ohne das Winkel-Wirkungs-Variablen-Bild aufzugeben, soll nun eine Storungsanalyse des Problems
durchgefiihrt werden. Dazu werden die Bewegungsgleichungen in Produktterme von aZ‘ und a_, ent-
wickelt. Als wesentliche Einschrinkung ist die Moglichkeit resonanter Quadrupolwechselwirkungen
nur noch durch zueinander resonante Dipole gegeben, k; + k3 = ky + k4 und 01 + 03 = 09 + 04.
Die Seegangsmoden bilden zueinander konjugierte Paare azl a”, und a,jza:kz). Fiir ein solches Sy-
stem ist die Hamiltonfunktion durch (5.21) gegeben. Wenn im weiteren Verlauf der Rechnung der
Entwicklungskoeffizient H; = 1 gesetzt wird, besitzt das Hamiltonfunktional (5.21) die Form eines
anharmonischen Oszillators mit biquadratischem Wechselwirkungsterm.

H=o011; +0212+6H10'10'2]1[2 (5.21)

Bei der Herleitung von Gleichung (5.21) wurden ¢* = i\/2I} /oy sin 9% und pp = /2o, cos OF
in die Produktterme aza:k eingesetzt (I = I_j, o = o_g). Die ersten beiden Terme auf der
rechten Seite von Gleichung (5.21) entsprechen den Hamiltonfunktionen Hp; und Hyy des lineari-
sierten Problems. Der dritte Term ist die Wechselwirkungs-Hamiltonfunktion beider Moden. Fiir
nicht interagierende Moden ist dieser Term gleich Null. In diesem Fall kann der k-ten Mode iiber die
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Wirkungsvariable Ij, der invariante Torus T* zugeordnet werden. Wenn aber die Wechselwirkungs-
Terme hoherer Ordnung mit in die Rechnung einbezogen werden, ist die Invarianz der Ij-Tori’s nicht
langer gegeben.

Im Folgenden werden autonome Hamiltonsche Systeme betrachtet und deren Integrabilitéit gefordert.
Dann besitzt das schwach gestérte Problem seinen eigenen Satz invarianter I;-Tori. Wie bei dem
urspriinglichen Problem, kanonische Transformationen zu finden, die kanonische Variablen (¢*, )
in Winkel-Wirkungsvariablen (19’“, Ij,) tiberfiihren, vereinfacht sich die Rechnung erheblich, wenn die
zeitliche Entwicklung des Systems auf den I;-Tori betrachtet wird. Die Aufgabe besteht also darin,
kanonische Transformationen zu finden, die den Satz alter Variablen wu,; := (19’“, I}) in den neuen
Satz, leichter zu handhabender, kanonischer Variablen tuy,e, := (9%, 1) iiberfiihren. Nach Trans-
formation des ¥*-abhiingigen Hamiltonfunktionals H (ﬁk,lk,t,e) in das neue Hamiltonfunktional
K (5’“, Ii,t,€), das eigentlich nur noch von der Wirkungsvariablen I, abhingt, kénnen phasengemit-
telte Gleichungen fiir die Dynamik des gestorten Problems hingeschrieben werden. Das Ergebnis sind
Gleichungen, wie wir sie auch erhalten hitten, wéire es moglich gewesen, die Dynamik des komplet-
ten Systems von Beginn an zu lésen. Durch die transformierte Wirkungsvariable werden die Ij,-Tori
ausgewahlt, so wie vorher die invarianten Tori des ungestérten Problems durch I, gegeben waren.
Der Wert von I, enthilt neben dem Beitrag der k-ten Mode auch noch die Korrekturen aufgrund
der Dipolwechselwirkung zwischen den Moden.

Solange die Wellen nicht brechen, soll die der Periodizitiit des gestérten Problems auf den Ij- Tori T
gegeben sein K;(9F +27é;, I, ¢) = K;(U*, I, ¢). Wir betrachten geschlossene Kurven ¢(t) auf den 7"
und definieren die Winkelvariable 9*. Wihrend eines Umlaufs variiert 9%, wie auch 9*, zwischen 0
und 27. Aufgrund der geforderten Invarianz darf die kanonischen Variable I;, ihren Wert entlang der
Kurve ¢(t) von einem auf den anderen Zyklus nicht dndern. Dann verschwindet der iiber den Torus
T gemittelte Wert von 9K;/0V;, und die mittlere Wirkungvariable ist eine adiabatische Invariante
dIy/dt = — Y &' (0K;/0J}) = 0.

Fiir das ungestorte durch die Hamiltonfunktion Hy beschriebene Problem sind Winkel-Wirkungs-
variablen schon eingefiihrt worden. Nun soll gleiches fiir das gestorte Hamiltonische System H =
Ho+eHy+ ... geschehen, indem H( sukzessive um Terme von hoherer Ordnung in € erweitert wird.
Nach systematischer Reihenentwicklung der Winkel-Wirkungsvariablen (9%, I)

gk = 9RO gy 298 ®) (5.22)
I, = Ik(o) + &‘Ik(l) + 621k(2) +.o, (523)

kann das entstehende kanonische Gleichungssystem Ordnung fiir Ordnung in € gel6st werden. Die
Dynamik der gestorten Seegangsmoden wird nun auf den Ij,-Tori betrachtet. Fiir eine endliche Anzahl
von Ordnungen ist die Erzeugende S = Sp+¢S; +. .. der kanonischen Transformation H(a) — K (f3)
als Losung der Hamilton-Jacobi Gleichung (5.26) gegeben. Um Konvergenzprobleme der durch S
generierten Reihen werden wir uns bei der Rechnung nicht kiimmern. Die hier verwendete Erzeugende
S (ﬁk,fk,t,e) der Transformation von H nach K ist vom Typ 2. Da gewéhrleistet sein muss, dass
die von ihr generierten Transformationen fiir ¢ = 0 in Identitdts-Transformationen iibergehen, ist
dSp/dt = 0. Tm Allgemeinen sind die neuen kanonischen Koordinaten (9%(e,t), Iy (e,t)) aufgrund
der Zeitabhéngigkeit von S ebenfalls zeitabhéngig, selbst wenn die urspriinglichen es nicht waren.
Um die Rechnung einfacher zu gestalten wird diese t-Abhéngigkeit im Folgenden, sooft es moglich
ist, vernachléssigt. Nach den iiblichen Regeln fiir kanonische Transformationen sind die Gleichungen
(5.22) und (5.23) fiir die Variablen 9* und I dann dquivalent zu

S = " +e9; +£28,

. oS 0 . 0 -

b= 22 = b e 5(0F T 2 So(0% 1) + ... 24

o s = g SR ) + S0 ) + (5:29)
oS - 0 k7 2 0 k 7
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Die Unabhéngigkeit des neuen Hamiltonfunktionals K = Ko + eK7 + ... von der Phase 9% kann
nicht fiir jede Ordnung vorausgesetzt werden. Nur fiir ¢ = 0 ist K # K (0*) nach Voraussetzung
gegeben.

OS(W(I*, Iy), I,
ot

K(I) = HW(W", I,), (9", 1)) + (5.26)
Um das neue Hamiltonfunktional zu bestimmen, muss der Satz alter Variablen (9%, 1), von denen
K abhéngt, als Funktion der neuen Variablen (9%, I1.) hingeschrieben werden. Die Gleichung (5.24)
fiir die Winkelvariable 9% wird dazu entsprechend umgeformt.

_ o _ 9 _
kK _ gk _ 9 k 2 09 k
9 = 0 Salksl(’ﬁ ,Ik) € alkSQ('ﬁ ,Ik)+ (527)
T 0 k 7 2 9 k 7

Fiir den Fall, dass die S; bekannt sind, ist (5.27) und (5.28) ein vollstindiges, gekoppeltes Glei-
chungssystem, das mit Hilfe eines iterativen Verfahrens geldost werden kann. So aber muss die reihen-
entwickelte Hamilton-Jacobi Gleichung (5.26) fiir jede Ordnung separat gelost werden. Dabei treten
in der O(e") Gleichung unbekannte Funktionale K;—; ., und S ., auf. Sowohl die Hamilton-
funktion K als auch die Erzeugende S sind Funktionen der alten Winkelvariablen 9% (9%, I;,) und der
Wirkung I;,(9%, I,) bzw. Ij.. Der O(e?)-Term ist nach Konstruktion winkelunabhingig, was auf die
Terme hoherer Ordnung nicht mehr zutrifft.

Der néchste Schritt besteht nun darin, Gleichung (5.27) und (5.25) konsequent in die Hamilton-
Jacobi Gleichung (5.26) einzusetzen. Dabei soll die Erzeugende in den O(¢")-Termen nur von der
alten Variablen 9* abhingen. Eine Substitution der Winkelvariablen ist deshalb nicht notwendig. Im
spateren Verlauf der Rechnung erméglicht diese Vorgehensweise die Mittelung der Hamiltonfunktion
K iiber die Zeitvariation der ungestorten Bewegung. Nach dem Einsetzen von I, in Gleichung (5.26)
und Identifizieren der Ordnungen von K durch Vergleichen der Exponenten von ¢ erhélt man einen
Satz von Differentialgleichungen fiir .S; und K.

Ko(I) = Hy(I) . (5.29)

K(I) = ggi (%iO)II—FHl(ﬁ,I)Jr% (5.30)

) = o () Ly o (o) oy 200+ 5 (oo ), v
%fj) (5.31)

Die unbekannten Funktionen S; und K; kénnen nun durch Phasenmittelung der Gleichungen (5.29)
bis (5.31) iiber die ungestorte Bewegung auf den Ix-Tori bestimmt werden. Da die Wirkungsvaria-
blen I, und I, nach einem Durchlauf der geschlossenen Kurven c(t) auf den entsprechenden Tori ihre
urspriinglichen Werte wieder einnehmen, sind die Ableitungen von S; nach 9" fiir i > 1 periodische
Funktionen von ©¥*. Diese Terme verschwinden nach Phasenmittelung (9S;/09%) = 0. Gleichzei-
tig wird gefordert, dass die Zeitabhéangigkeit der Erzeugenden S; die Periode 7 besitzt. Dann ver-
schwinden die phasengemittelten 0.5;/0t-Terme aufgrund des gleichen Argumentes. Es besteht kein
grundsétzlicher Zusammenhang zwischen der zeitlichen Periode 7 und der Winkelperiode. Fiir ein
physikalisches System mit diesen Eigenschaften folgt aus der Anwendung des Mittelungsoperators

T 27 21
1/1\" .
(F) = ~ <%) //.../F(ﬁl,...,ﬂ”,fl,...,fn) dot...do™ dt (5.32)
0 0 0
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auf die Gleichungen (5.29) bis (5.31), dass die transformierten Hamiltonfunktionen K; gleich
KiD) = (Hy(0.D)) (5.33)
- 05y (0H; 0510511 803
Ko(I) = — = H 5.34
2(0) <aq9a (8[a >1_1—+ a0 o2 \ar, ), . T (5:34)
sind, wobei 0Hy/0I, = of gesetzt wurde. Um die Erzeugende der Transformation zu bestimmen

werden die Resultate (5.33) und (5.34) des Mittelungsprozesses in die Gleichung (5.29) bis (5.31)
eingesetzt. Es reicht aus, S zu bestimmen, da O(£3)-Terme und hohere Ordnungen bei der Entwick-

lung vernachléssigt werden.

_ - 4051 05
(@.D) ~ I0.T) = oot 95 (5.35)
) 05, 05 (OH)\ 0510511 (0oL
Koll) = B0, 1) = oh550 + 55 (6[ > T 90 a0b 2 (ajb) (5.36)

Die Erzeugende S der Transformation ist nach Voraussetzung periodisch in allen Winkeln 9% und in
der Zeit. Die linke Seite der Gleichung (5.35) kann deshalb in Fourier-Moden zerlegt werden. Dieser
Anteil des Hamiltonfunktionals H ist im Allgemeinen nicht konstant. Eine Beziehung (5.37) fiir die
Differenz von Ky = (H;p) (5.33) und H; kann aus Gleichung (5.35) nach Zerlegung der Erzeugenden
S in Fourier-Moden hergeleitet werden (I, m € Z).

(H, Hl——ZHu [) eima H T — G (g8m, +1/7) Si . (5.37)

Aufgrund der Fourier-Zerlegung von S ist die transformierte Hamiltonfunktion Ky = (H;) fiir den
hier betrachteten Fall (5.21) unabhiingig von der Winkelvariablen 9% (mit H; = 1).

K = Ué[} +Jgf_2+6(7(1)(73[_1j2+0(63) (5.38)
Die Frequenzen &; der auf den Torus 7" transformierten Bewegung sind gleich 6; = o; 4+ 5;
(1,7 = 1,2), wobei 7, = Jlagfi# ist. Als néchstes werden nun die Korrekturen erster Ordnung

der Erzeugenden S aus Gleichung (5.39) berechnet.

0 0
(Uéw + U%w) Sy = — ((H1) — Hy) (5.39)

Nach Gleichung (5.37) sind die Koeffizienten der fourierzerlegten rechten Seite von (5.39) durch
(5.40) gegeben.

2m 2w

1 2] T )
Hl(ml,mz) = %//e—z(m1ﬁl+mzi92) dﬁl d192 (540)

Fiir mq, mg = £2 ist Hl(:l:2,:t2) = K, fiir m; = 42 und mo = 0 folgt, dass Hl(:I:Q,O) = Hl(O,:I:Z) =—-K;
und fiir mq1, me = 0 sowie den restlichen Kombinationen von mj und mso ist Hi(my my) = 0. Die
Erzeugende S ist deshalb durch (5.41) gegeben.

Sl = 4 Z Hl(ml m2)(I) i(m1191+m2192)+c'c'

m100 + mgag

mi,mso
1 1.2 1.2

= L I(——220 sin 2(9" 4 92) — 000 gin 2(9' — 92) + (5.41)
2 oy + 0y o5 — 0}

1
oy sin 2(0Y) + o sin 2(9?)) = 511[2F(191,192) .
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Nach kanonischer Transformation der Variablen (9%, I},) — (9%, I},) unter Verwendung der Erzeugen-
den S = %Ilng(ﬁl, 192) erhélt man folgendes Ergebnis:

_ _ F 1 92
=9 +eLFW,9?), L =1I+ 51112% (5.42)
B _ F 1 92
=9 e FWH9Y), L=I5L+ 51112% (5.43)

Auf den ersten Blick wird in Gleichung (5.41) deutlich, was man unter dem Resonanz-Problem der
klassischen Storungstheorie versteht. Wenn sich im Fall resonanter Moden die beiden Frequenzen 4o}
und +o03 entsprechen, dann verschwindet ein Nenner von F(9!,9?) und die verwendete Methode lie-
fert keine Losungen mehr. An diesem Punkt ist es nicht mehr moglich, die Winkel-Wirkungsvariablen
(5’“, Ii) zu finden, die aus der urspriinglichen Beschreibung durch kanonische Transformation hervor-
gegangen sind. Nur fiir den hochst unwahrscheinlichen Fall, dass H; (m1,m») und damit auch K bei
auftretender Resonanz ebenfalls verschwinden, ist die hier vorgestellte Methode dann noch sinnvoll.
Im Allgemeinen beschrinkt man sich auf den Fall Nicht-Resonanter Oszillatoren o} # +03.
Problematisch wird die Rechnung auch, wenn einer der Nenner sehr klein ist. Dann ist der ent-
sprechende Term in Gleichung (5.41) sehr grofl und selbst dem Parameter ¢ gelingt es nicht mehr,
den Einfluss der Stérung auf die Entwicklung des Wellenfeldes zu begrenzen. Da die Anfangsbe-
dingungen der Modellrechnungen oft so gewéhlt werden, dass sie in der N#he von Punkten lie-
gen, an denen einer der Nenner verschwindet, ist diese Situation nicht selten gegeben. Solange die
Frequenzen aber geniigend irrational zueinander sind, womit gemeint ist, dass sie die Ungleichung
| St mial| > K(e)(X2} my])~ ™+ erfiillen (K(¢) — 0 fiir € — 0), kann ein geeigneter Satz in-
varianter Tori T™ des ,schwach“gestorten Systems ¢ <« 1 gefunden werden. Das ist die Aussage
des K AM-Theorems (Kolmogorov, Arnold und Moser). Die Tori miteinander wechselwirkender See-
gangsmoden gleichen schwach deformierten Tori des ungestorten Systems.

Um die resonante, nichtlineare Wechselwirkung der Seegangsmoden in die Modellierung von Wellen
mit einzubeziehen, wird eine, zunéchst willkiirlich erscheinende, Phasenwinkeldifferenz von Ad = /2
zwischen den Moden vorausgesetzt. Gleichung (5.41) ist dann dquivalent zu dem Gleichungssystem
(2.136) und (2.137) auf Seite 123 in [Kom94]. Nach dem Einsetzen von 9! = o} t und 92 = 02 t in
das Funktional F(91,9?) verschwindet im Resonanzfall der entsprechende Sinus-Term von Gleichung
(5.41). Die Winkelvariable ¥* héingt dann nur noch linear von der Zeit ¢ ab. In diesem Fall besitzen
auch resonante Seegangsmoden invariante Tori. Sie werden durch die zu 9% konjugierte Wirkungs-
variable I festgelegt. Aufgrund von (5.42) und (5.43) hiingen die Korrekturterme von I von den
Ableitungen 0F/09! und OF/99% ab. Um nun zu verhindern, dass Terme hoherer Ordnung in e
die zeitliche Entwicklung von Ij, dominieren, wird die oben besprochene Phasendifferenz Ad = /2
in die Cosinus-Terme cos[2(o§ & 03)t + AV] der Ableitungen von F eingefiihrt. Dann kénnen im
Fall o' = o2 die Phasenwinkel 9! und 92 sehr grof werden. Das ist aber weniger kritisch, da man
aufgrund der Periodizitit des Problems 9% nur Werte zwischen 0 und 27 annehmen kann. Auferdem
wurden bei der Herleitung von Gleichung (5.42) und (5.43) nicht etwa die neuen, sondern die alten
Winkelvariablen 9% als Phasenraumkoordinaten (9%, I;,) eingefiihrt. Daher ist es nicht notwendig, 9%
als zusitzliche kanonische Variable zu betrachten. Im Resonanzfall hingt die Wirkung I;, nur noch
linear von der Zeit ab (Nach Linearisierung von 9F/99*).

Wir betrachten ein zum Zeitpunkt Ty = tp/e (mit ¢ < 1) homogenes Seegangsfeld, das von den loka-
len Gegebenheiten iiber die Funktion h.(X;,T) abhingt, und fiihren die Bezeichnung 9F/90% = k T
(k € R) ein. Dabei beschrinken wir uns auf autonome Systeme, woraus fiir die Wirkungsvariable
I, nicht nur adiabatische, sondern auch generelle Invarianz folgt (dI/dT = 0). Wihrend eines
Zeitschrittes AT wird die Energie innerhalb des Spektrums durch Propagation, Refraktion und
nichtlineare Wechselwirkung umverteilt. Aus Gleichung (5.42) bzw. (5.43) kann nach Einsetzen der
Evolutionsgleichung dl/dT = (dEy./dT — I} Y Si;Vjv;)/o* # 0 die folgende Beziehung hergeleitet
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werden:
2
d[k d(IkIl K- t) dEk 6v,~ Il
B — — ] Sii—— | —eF . 5.44
ar ~° T dr DR T DY Uax; | ok (5.44)
k=1 k#l ij

In Gleichung (5.44) wurde ausgenutzt, dass x € R eine Konstante ist und die zeitliche Entwicklung
der Frequenz o = U% von der Grofe Radiationstress S;j kontrolliert wird. Dann ist der erste Term
auf der rechten Seite von Gleichung (5.44) vernachlissigbar. Falls die nichtlineare Wechselwirkung
der Seegangsmoden keinen nennenswerten Beitrag zu S;; liefert, konnen die beiden Terme in der
eckigen Klammer von Gleichung (5.44) zur totalen Zeitableitung des Energiefunktionals Ej + Eo
zusammengefasst werden. Mit Ej, wird die Energie der k-ten Mode des gestérten Problems und
mit Ep; die Energie der entsprechenden freien Mode auf dem Torus 7{" des ungestorten Problems
(dEoy/dt — I Y SiV;v;)/o* = 0 bezeichnet. Es hingt nun davon ab, ob die Energie der k-ten
Mode sich zeitlich stérker durch nichtlineare Wechselwirkung oder aufgrund von Refraktion und
Propagation dndert. Im Tiefwasserfall wird das Seegangsfeld homogen bleiben und die nichtlineare
Wechselwirkung den spektralen Energietransport bestimmen. In Kiistennihe aber, wo die Refraktion
starker zu werden beginnt, kénnen die nichtlinearen Anteile in den Bilanzgleichungen der kanoni-
schen Variablen 9% und I, vernachlissigbar klein sein. Die Philosophie des k-Modells basiert im we-
sentlichen auf dieser Tatsache [Sch98]. Die Anwendbarkeit des Modells wurde auf den kiistennahen
Raum eingeschrankt. Dort kann die nichtlineare Wechselwirkung der Seegangsmoden, iiblicherwei-
se als Sourceterm in das numerischen Modell integriert, durch einen nichtlinearen Dissipationsterm
ausgedriickt werden.

Wenn anstelle von [, die lineare Losung der Wirkungsbilanzgleichung in die rechte Seite von Glei-
chung (5.44) eingesetzt wird, dann verschwindet der Term innerhalb der Klammer, und die Dynamik
der Wirkungsvariablen [} ist durch dI/dT = —ek gegeben. Zu jedem Zeitpunkt 7" ist dann

dI; a1y, Oh(X;) I, dk;

9
= __* = — (] T - . .
0=7G7 ter =g+ erD)+ 555 %+ a1 o

(5.45)

Wenn die Wirkung I} explizit zeitunabhéngig ist, wichst der erste Term auf der rechten Seite von
Gleichung (5.45) linear in der Zeit an. Dann hingt es vom Verhiltnis der spektralen und raumli-
chen Wirkungsfliisse (2. & 3. Term) zum Beitrag des ersten Terms auf der rechten Seite ab, ob die
nichtlineare Wechselwirkung vernachléssighar ist.



Kapitel 6

Konzept des gekoppelten Modells

Das am Bundesamt fiir Seeschifffahrt und Hydrographie (BSH) installierte gekoppelte Modell fiir
Seegang und Stromung vereint das dreidimensionale (3-D) hydrodynamische Modell des BSH (S.Dick
et all 2001 [BSHO1]) mit dem spektralen Wellenmodell, k-Modell (2-D), der GKSS. Das k-Modell
(Schneggenburger [Sch98]) ist ein aus der WAM-Familie [WAMS8| stammendes Seegangsmodell,
das komplett im Wellenzahlraum formuliert worden ist. Es vernachlissigt den nichtlinearen Ener-
gietransfer (Hasselmann, 1961 [Has61]) in der spektralen Transportgleichung und verwendet einen
nichtlinearen Dissipations-Term (Rosenthal, 1989 [Ros89]). Wesentliche Unterschiede zwischen bei-
den Modell-Komponenten sind neben der Dimensionalitit auch die Struktur der Modelle. Im Gegen-
satz zum deterministischen Prognosemodell des BSH ist das deterministische Wellenmodell spektral
aufgelost. Das Spektrum charakterisiert den Zustand der linearen Oberflichenwellen innerhalb eines
festgelegten Teilgebiets des R?. Die réumlichen und zeitlichen Skalen, auf denen sich die Entwicklung
des Wellenspektrums vollzieht, sind wesentlich groler als die Periode und Wellenlénge des Seegangs.
Verglichen mit den typischen Skalen der mittleren Stromung ist Seegang immer noch ein Subskalen-
Prozess. Das macht eine getrennte numerische Behandlung der mittleren Strémung und der linearen
Seegangsmoden moglich.

Das gekoppelte Modell beschreibt die zeitliche Entwicklung linearer Wellen §Vu und die Dynamik
des mittleren Zustands (ue + usg) in Abhéngigkeit von externen Feldern (z.B. Wind, Strémung),
Anfangs- und Randbedingungen. Im Gegensatz zur mittleren Stromung wird der Seegang durch ein
zweidimensionales Oberflichenmodell simuliert. Eine Erweiterung des Wellenmodells auf die vertika-
le Dimension ist nicht vorgesehen. Der Einfluss tiefenabhéngiger Stromungsfelder auf die Refraktion
und Propagation des Wellenfeldes wird nicht beriicksichtigt. Im k-Modell wird vorausgesetzt, dass
die Oberflichenstromung homogen iiber die gesamte Wassersiule verteilt ist. Bei der Applikation
der Modellergebnisse wird daher die Unabhéngigkeit der Phasenbeziehung linearer Seegangsmoden
von der Tiefe gefordert. Die tiefenabhéingige Skalierung der Wellenamplitude bewirkt eine Reduzie-
rung des seegangsinduzierten Impulsbetrags in den tiefer liegenden Schichten. In Kapitel 4.3 wurde
eine dreidimensionale Formulierung des Radiationstress-Tensor fiir ein solches System hergeleitet.
Der seegangsinduzierte Impuls nimmt mit der z-Koordinate so stark ab, dass als Vereinfachung
angenommen werden kann, dass der gesamte iiber die Wassersédule integrierte, Betrag nur in der
obersten 8 m Schicht wirksam ist. Um Rechenzeit zu sparen wurde bei den in Kapitel 7.2 und 7.3
ausgewerteten Modellrechnungen in dieser Weise verfahren.

Der Deutsche Wetterdienst (DWD) stellt den meteorologischen Input fiir das gekoppelte Modell
zur Verfiigung. Ein vollstindiges Modellsystem (Atmosphire-Wellen-Stromung), welches den Ein-
fluss von Seegang auf die Schub -und Scherspannungen an der Meeresoberfliche (Windschubspan-

59



60 KAPITEL 6. KONZEPT DES GEKOPPELTEN MODELLS

nung) und am Boden beriicksichtigt, ist derzeit nicht vorhanden. Die in den Kapitel 7.2 und 7.3
prasentierten Ergebnisse beruhen auf Simulationen mit einem gekoppelten Modell fiir Seegang
und Stromung. Sowohl der meteorologische Input an der Oberfliche als auch die Dissipations-
prozesse innerhalb der Wassersdule und am Boden werden im Seegangs- und Stromungsmodell
separat betrachtet. Der Energie und Impuls Transport aufgrund von Windantrieb und turbu-
lenter Dissipation wird entscheidend von subskaligen Prozessen bestimmt, die in beiden Modell-
Komponenten unterschiedlich parametrisiert worden sind. Bisher hat sich die Welt der Seegangs- und
Stromungsmodellierung getrennt entwickelt. Eine Zusammenfithrung beider Seiten ist nur iiber das
Einfiihren von Wechselwirkungs-Grofien, wie der Divergenz des Radiationstress in der Impulsbilanz-
gleichung der mittleren Stromung, bewerkstelligt worden. In Kapitel 8 wird eine Vereinheitlichung
der Windschubspannungs-Parametrisierung beider Modellkomponenten durchgefiihrt. Das Ergebnis
ist iiberraschend. Es ist prinzipiell moglich, den meteorologischen Input von Energie und Impuls
in das Strémungsmodell durch den spektralintegrierten Input in das Seegangsmodell zu ersetzen.
Auflerhalb des kiistennahen Bereichs sind die Ergebnisse zweier Modelle, die sich nur durch die
Formulierung des Windinputs unterscheiden, nahezu identisch. Im Kiistennahfeld, wo die Struktur
der Wind- und Seegangsfelder aufgrund der Begrenzung des Fetch recht unterschiedlich sein kénnen,
ist eine solche Ubereinstimmung nicht zu erwarten.

6.1 Das Zirkulationsmodell des BSH (BSHcmod)

Die Simulation von geohydrodynamischen Prozessen hat eine lange Tradition am BSH. Bereits im
Jahr 1983 wurde von Soetje und Brockmann [SoB83| ein hydrodynamisches Modell fiir die Nord-
see installiert, das auf einem in den 1980er Jahren von Backhaus [Back80] entwickelten Modell der
Deutschen Bucht basiert. Vorarbeiten zu diesem Modell sind seit den 1950er Jahren, als erstmals lei-
stungsfihige Rechner zur Verfiigung standen, am Institut fiir Meereskunde der Universitdt Hamburg
geleistet worden. Das dort vorhandene zwei-dimensionale, barotrope Modell wurde 1971 erstmals
auf die vertikale Dimension erweitert [Sun71]. Das urspriingliche Modell des BSH, welches Vorher-
sagen iiber Stromungen, Wasserstédnde und die Ausbreitung von Schadstoffen erlaubte, hat seitdem
eine kontinuierliche Weiterentwicklung erfahren. Es wurde von einem barotrophen auf ein baroklin
prognostisches Modell umgestellt, Advektionsverfahren fiir Temperatur und Salinitét eingebaut und
neben einer verbesserten Turbulenz-Parametrisierung auch die Dynamik und Thermodynamik von
Meereis beriicksichtigt [K1S95]. Die Einarbeitung des Seeganges stellt den vorldufig letzten Schritt
zu Vervollstindigung des Zirkulationsmodells dar.

Das BSHcmod 16st die hydrodynamischen primitiven Gleichungen auf einem stationéiren und re-
guldren Modellgitter. Das rdumliche Diskretisierungs-Schema besteht aus ortsfesten Ebenen, d.h.
z-Koordinaten in der vertikalen Dimension und einem Arakawa-C-Gitter in der horizontalen Di-
mension. Die horizontale Gitterauflosung ist mit 1nm in der Deutschen Bucht verglichen mit der
vertikalen Auflosung gering. Die vertikale Ausdehnung des Gitters betrégt 8m in der obersten Schicht
und 4m in den darunter liegenden Schichten. Die Méchtigkeit der obersten Zelle ist doppelt so grof3
gewahlt um ein Trockenfallen von Gebieten auflerhalb des Wattenmeeres zu verhindern. Aufgrund
der sphirischen Koordinatenbeschreibung variiert die Grofle einer Gitterzelle in Nord-Siid Richtung.
Die auf dem Zeta-Punkt in der Mitte der Gitterzelle transformierte Stromungsgeschwindigkeit und
die lokale Wassertiefe bilden den Satz zirkulationsabhéingiger Input-Gréfien im Wellenmodell.

Das Simulationsraster des BSH unterteilt sich in drei einander iiberlappende Modell-Gitter [6.1],
deren Auflosung mit zunehmender Nihe zu den deutschen Kiistengebieten hin ansteigt. Beginnend
mit dem grobsten numerischen Raster fiir den Nordost Atlantik (NOA-Modell; horizontalen Gitter-
auflosung: 1 Zelle pro (24 x 24) nm?) steigt die Anzahl von Gitterzellen pro Referenzgebiet schrittwei-
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se an. Im Nord- Ostsee Gitter (NO-Modell) ist sie mit 16 Zellen pro (24 x 24) nm? um einen Faktor
36 geringer als in der deutschen Bucht und der siidwestlichen Ostsee (DB-Modell) 242 = 576 Zellen
pro (24 x 24) nm? Seegebiet. Das zwei-dimensionale NOA-Modell wurde in den Modell-Verbund in-
tegriert, um meteorologisch forcierte Wasserstandsdifferenzen am Nordsee-Rand zu berechnen. Das
Gezeitensignal in der Nordsee wird durch harmonische Analyse von 14 Partial-Tiden ermittelt und
geht als Dirichletsche Randbedingung fiir den Wasserstand auf dem Nordsee Rand in die Simulation
ein. Die beiden dreidimensionalen und interaktiv gekoppelten baroklinen Zirkulationsmodelle fiir die
Nord- und die Ostsee besitzen Neumannsche Randbedingungen. Der Gradient einer modellierten
Variable wird iiber den Rand hinweg zu Null gesetzt.

An den offenen Réndern der Modellgebiete werden die berechneten Massenfliisse aus dem néchst
groberen Raster eingespeist. Da aber jedes Modell-Gitter auch das Gebiet des néchst feineren Rasters
abdeckt, ist es unnotig, die ausstrémenden Massenfliisse des hoher aufgelosten Modells im gréberen
Modell zu beriicksichtigen. Die Randbedingung des Nordost-Atlantik Modells bildet eine Ausnahme,
da keine Information iiber die Verhéltnisse auflerhalb des Modell-Gebietes vorliegt. Daher werden
keine iiber den offenen Rand hinweg einstromenden Massenfliisse in das NOA-Modell eingespeist.
Damit Gravitationswellen ungehindert, das heifit reflektionsfrei iiber den offenen Rand hinweg aus
dem Modell-Gebiet heraus propagieren kénnen, wurde eine ,radiation“-Bedingung installiert.
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Abbildung 6.1: Schematische Darstellung der Simulationsraster des BSH-Zirkulationsmodells: Nordost Atlantik
(NOA-Modell, dunkelblau) 24 nm, Nord- und Ostsee (NO-Modell, hellblau) 6 nm, mit einem eingepassten 1 nm
(DB-Modell, rot) Gitter fiir die Deutsche Bucht und die stidwestliche Ostsee.
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Die in das BSHcmod implementierten ,,mechanischen“Bilanzgleichungen sind gleich

dpv; 0

5T = X, (7ij (v, he) — Sij(v, he)) — €ijr fivi (6.1)
Op _ 9py; dp _
aT T X, und 9T = 0, (6.2)

wobel 7; = pvjv; + pVu; + 4i(p + ¢) (6(2) = pgz Geopotential, p Viskositét des Fluids) den
Impulsfluss-Tensor und S;; den dreidimensionalen Radiationstress-Tensor in der Tiefe h. kennzeich-
net (Kapitel 4.3, Gleichung(4.73)).

5= (%2 +85) BLET)

sinh(2khe) + 2khe
2 sinh(2kh.)

cosh(2kh.)
2 sinh?(2kh.)

— 0 E(X,k, T) (6.3)
Die in (6.1) und (6.2) zusammengefassten Gleichungen wurden aufgrund ihrer Relevanz fiir die
Kopplung von Seegang und Stromung ausgesucht. Das komplette Gleichungssystem umfasst noch
Bilanzgleichungen fiir den Warmeinhalt und Salzgehalt des Wasserkorpers sowie eine Beriicksichti-
gung vertikaler Kopplung in den mechanischen Bilanzgleichungen. Die Gleichungen des vom Seegang
unbeeinflussten Systems sind in vielen Lehrbiichern, zum Beispiel in [War93] (Z.U.A. Warsi, 1993)
Kapitel 2, dargestellt.

6.2 Das Wellenmodell der GKSS (k-Modell)

Die Modellierung des Seegangs-Aspektes im gekoppelten Modell basiert auf einer Mesoskalen-
Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des Wellenfeldes. Die dabei verwendete mathematische
Darstellung des Wellenfeldes ist das Seegangs-Spektrum. Im k-Modell [Sch97] wird eine statistische
Beschreibung der Meeresoberfliche dazu verwendet, das Energiespektrum F(k(z,t),z,t) als Fourier
transformierte Zwei-Punkt Kovarianz-Funktion der Oberflichenauslenkung ((z,¢) herzuleiten. Eine
detailliertere Beschreibung dieser Methode ist in Komen et al. (1994) [Kom94] zu finden. Die zentrale
Gleichung bei der Modellierung von Seegang ist die Wirkungsbilanzgleichung (6.4). Die unter W K B-
Bedingungen (d.h. langsam verédnderliche Amplitude (3.2)) fiir monochromatische Wellenziige mit
kleiner Amplitude definierte Grofle Wellenwirkung ist gleich der phasengemittelten Seegangsenergie
geteilt durch die intrinsische Frequenz (I = (F) /o). Fiir den Fall, dass die Summe der Source-
Funktionen S; gleich Null ist, besitzt die Wirkungsbilanz (6.4) die Form einer Erhaltungsgleichung,
bei der die Rate, mit der sich die Dichte I(X, k(X,T),T) lokal &ndert, durch den Fluss dieser Dichte

bestimmt wird.

Der Ortsvektor X und der Wellenzahl-Vektor k sind auf der Basis sphérischer Koordinaten X =
(A, 09) und k = (|k|,0) (k1 = k sinf,ky = k cosf) parametrisiert worden. Fiir jede Seegangsmode
wird die Zeitableitung der Vektoren (rdumliche und spektrale Koordinaten) durch die Gruppenge-
schwindigkeit X =cy = Vi, E = —Vx und die Dispersionsrelation linearer Wellen Q@ = o + k- v,
festgelegt. Die mittlere Stromung an der Meeresoberfliche wird als Doppler-Verschiebung der intrinsi-
schen Frequenz o (k(X,T), h(X,T)) in der Dispersionsrelation beriicksichtigt (Stromungsrefraktion).
Neben der Tiefenabhéngigkeit der intrinsischen Frequenz (Tiefenrefraktion) ist die Refraktion der
Wellen aufgrund von Stromung die zweite Schnittstelle, an der eine Riickkopplung des Zirkulati-
onsmodells an das Wellenmodell geschieht. Propagation und Refraktion beeinflussen die rdumlichen
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und spektralen Wirkungsfliissse und fithren ihrerseits durch Umverteilen der Seegangsenergie zu ei-
nem verinderten Stromungsantrieb via Radiationstress-Divergenz. In dieser Arbeit wird eine vertikal
iiber die gesamte Wasserséule integrierte Formulierung des Radiationstress-Tensors verwendet. Der
Effekt variabler Refraktion aufgrund unterschiedlicher Stromungsgeschwindigkeiten v, in den ver-
schiedenen Schichttiefen wird nicht betrachtet.

Beginnend mit dem Paper von Hasselmann [Has61] haben verschiedene Autoren die nichtlineare
Wechselwirkung freier Seegangsmoden ) . S; = 0 untersucht. Ublicherweise wird dieser Prozess
durch eine Multipolentwicklung der Wechselwirkungs-Hamiltonfunktion bis zur niedrigsten nichtli-
nearen Ordnung parametrisiert. Die Beschrankung auf resonante Quadrupol-Wechselwirkung linearer
Seegangsmoden fithrt zu einem Source-Term, der gleich dem Spektral-Integral iiber alle moglichen
Quadruplet-Beitriage ist. Wie von Schneggenburger [Sch98| festgestellt worden ist, sind die rédum-
lichen und zeitlichen Skalen, auf denen Refraktion das Seegangsspektrum strukturiert, im kiisten-
nahem Raum viel zu klein, als dass nichtlinearer Energietransfer die Entwicklung des Spektrum si-
gnifikant beeinflussen konnte. Deshalb wird der Beitrag nichtlinearer Wechselwirkung zur Dynamik
linearer Seegangsmoden im k-Modell vernachldssigt und ein nichtlinearer Dissipations-Sourceterm
eingefithrt (Kapitel 6.2.1).

Das k-Modell verwendet die gleiche raumliche Diskretisierung wie das Zirkulationsmodell BSHemod.
Fiir beide Modelle ist das zwei-dimensionale Oberflichenraster (Abbildung [6.1]) identisch. Auf ein
Nordost Atlantik-Modell fiir Seegang wurde verzichtet. Damit ist ausgeschlossen, dass Wellen von
AuBlerhalb in das Nord/Ostsee-Gebiet hinein propagieren kénnen. Umgekehrt ist es moglich, dass
Wellen, die auf den Rand zulaufen, das Gebiet verlassen. Dazu wurden Neumannsche Randbedin-
gungen auf den Gebietsgrenzen des Nord/Ostsee- und Kiisten-Rasters implementiert. Fiir den ope-
rationellen Betrieb des gekoppelten Modells werden Randwerte des DWD-Wellenmodells (Deutscher
Wetterdienst) an den Grenzen des Nord/Ostsee-Gebietes eingespeist.

An jedem Raumpunkt des k-Modells ist ein Spektralraum angehéingt, dessen Diskretisierung 12
Richtungen und 28 Spektralwerte pro Richtung umfasst. Damit ist die Anzahl der Zellen im zwei-
dimensionalen Seegangsmodell um etwa den Faktor 84 (1 nm Kiistenmodell, [Abb. 6.1] rot) und
44 (6 nm Nord/Ostsee Modell [Abb. 6.1] blau) grofler als die entsprechende Anzahl im dreidimen-
sionalen Raster des Zirkulationsmodells. Aus diesem Grund ist die bendtigte Rechenzeit fiir einen
Zeitschritt AT (Tabelle 6.1) im k-Modell um etwa den Faktor 23 groBer als im Zirkulationsmodell
BSHcmod.

Das k-Modell ist ein speziell fiir den Einsatz im kiistennahen Raum mit stark gezeitenbeeinflussten
Stromungen und Wassertiefen konstruiertes Wellenmodell und wurde an die dort herrschenden Bedin-
gungen angepasst. Die Source-Funktionen bilden drei Gruppen: Energieinput aufgrund von Wind @,
und @Qppii, lineare Dissipationseffekte aufgrund der Wechselwirkung von Seegang mit Oberflichen-
und Bodenprozessen Qucap;, @por und nichtlineare Dissipation @) g;s.

> Qi = Qin + Qphit + Quis + Quot + Qucap (6.5)

Die Parametrisierung der Source-Funktionen héngt von modifizierbaren Konstanten ab. Diese miissen
speziell auf das Einsatzgebiet des k-Modells abgestimmt werden. In kiistennahen Gewéssern, wo der
Fetch begrenzt ist und die Tiefen- bzw. Stromungsfelder sich stindig &ndern kénnen, werden andere
Konstanten verwendet als auf der offenen See. Im Rahmen dieser Arbeit wird eine Parametrisierung
der Source-Funktionen verwendet, die fiir den Einsatz des k-Modells in der gesamten Nordsee geeignet
ist (Tab. 6.2, links). Ein kurzer Uberblick iiber die Source-Funktionen erfolgt in Kapitel (6.2.1). Fiir
eine verbesserte Prognose in den Kiistengebieten wire es notwendig das k-Modell um ein genestetes
Teilraster zu erweitern, das diesen Bereich abdeckt. Dort wiirden speziell kalibrierte Konstanten
gelten (Tab. 6.2, rechts). Die Entwicklung des gekoppelten Modells fiir Seegang und Stréomung ist aber
noch nicht so weit vorangeschritten. Das Gesamtgebiet wird zwar in Nord/Ostsee- und Kiistenraster
untergliedert, deckt aber mit dem feinen Gitter noch immer zu grofle Areale der Nordsee ab.
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6.2.1 k-Model Source-Funktionen
1. Atmosphérischer Input

Fiir ein langsam verdnderliches Windfeld kann in guter Ndherung die lineare Theorie von J. W.
Miles [Mil57] (Qin ~ I) zur Beschreibung des Wellenwachstums von Windsee verwendet werden.
GeméB der Argumentation von Janssen in [Kom94| (Komen et al. (1994)) ist es moglich, fiir die
eigentlich stochastisch variierende Reibungs-Geschwindigkeit des Windes u, eine GauB-Verteilung
anzunehmen. In diesem Fall ist die mittlere Wachstumsrate der Wellen durch den Sourceterm (6.6)
gegeben. Die Boigkeit des Windfeldes wird durch die Funktion G festgelegt.

Qin = BoGIE). (6.6)

o 042

, 1
G = \/%*c* exp—- + 5 (uy/cx — 1) [1 — Erf(a)]

In Gleichung (6.6) werden die Abkiirzungen o = (¢ —ux) /0oy, und ¢, = 0 /(28 k cos(6s—6,,)) (Snyder
1981 [Sny81]) definiert sowie die Bezeichnung o,,, fiir die Standartabweichung des Windfeldes .. ein-
gefiithrt. Die Konstante (3 ist gleich 6-10~%. Erf(«) ist die Errorfunktion und 6,,, 65 kennzeichnen die
Wind- bzw. Seegangsrichtung. Bei der Definition der Reibungsgeschwindigkeit v, = \/Cp vi, wird
die windabhingige Parametrisierung von Wu [Wu82| verwendet. Die Windschubspannung héingt von
der Geschwindigkeit des Windes in 10 m Hohe v1g und dem Koeffizienten Cp ab.

Der Phillips Input-Sourceterm (6.7) parametrisiert den Input von Windenergie in das Seegangsspek-
trum aufgrund von turbulenten atmosphérischen Druckfluktuationen oberhalb der Wasseroberfliche
[Phl77]. Nur langwellige Moden mit Phasengeschwindigkeiten ¢ > v19/1.5 profitieren von diesem
Input-Mechanismus. Die k-Modell Formulierung des Sourceterms enthélt ein Filter der den Wellen-
zahlbereich beschriinkt, in dem sich Seegang entwickeln kann. Der Tolman-Filter ~ exp(—[f/fpu]*)
[Tol92] verhindert das Anwachsen von Seegangsenergie in dem Spektralbereich mit Frequenzen klei-
ner als die Pierson-Moskowitz Frequenz fpys [Pie64]. Ein weiterer Filter ~ exp(—f/fpar) wurde in
(6.7) eingebaut um den Input von Windenergie mit zunehmender Frequenz der Moden schrittweise
zu reduzieren. Die in Gleichung (6.7) verwendeten Bezeichnungen haben ihre iibliche Bedeutung.

80pa2 Cqy e~ I/frm e*(f/fPM)4

. ¢ 6.7
Qphil Ppuw? 0 Juy cos(0 — 0,)] " "

2. Nichtlineare Dissipation

Das k-Modell vernachléssigt den Beitrag nichtlinearer Wechselwirkung der Seegangsmoden zur zeit-
lichen Entwicklung des Spektrums. Damit die spektrale Balance der k-Modell Sourceterme @Q); fiir
voll entwickelten Seegang dennoch gewéhrleistet ist, wurde ein nichtlinearer Dissipations-Sourceterm
Qais ~ I? in (6.5) eingefiihrt. Rosenthal [Ros89] entwickelte die Idee einer viskosen, oberflichennahen
Schicht innerhalb der Energie und Impuls des Wellenfeldes zusétzlich zu den linearen Prozessen aus
Kapitel 6.2.1(3.) dissipiert werden kann. Der folgende Sourceterm wurde in [Ros89] aus der zeitlich
gemittelten Bewegungsgleichung, in der die residuale Stokesdrift den einzigen nicht-verschwindenden
Beitrag liefert, hergeleitet.

kh
Quis = 4 2kh,) + ——< ) I? .
dis vygk (coth( khe) SInh2 () (6.8)
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Der dimensionslose Koeffizient v(k) bestimmt den Betrag der pro Zeiteinheit dissipierten Energie-
menge. Er ist eine Funktion von k& und nimmt stetig mit dem Betrag des Wellenzahlvektors &k zu.
Der Wert von (k) hingt von den Konstanten 79 = 0.06775, p1 = 4, p2 = 1.2 und ¢ = 8 ab. Mehr zu
diesem Thema ist in den Arbeiten von Schneggenburger [Sch97] und [Sch98] verdffentlicht worden.

3. Lineare Dissipation durch Boden- und Oberflichenprozesse

Die Beschreibung linearer Dissipationsprozesse an der Oberfliche beruht auf einer Parametrisierung
der Schaumkronenbildung (engl. ,,whitecaps®) an den Wellkéimmen. (Komen et al. (1994) [Kom94]
Seite 144).

chap = —Yweap I (69)

Im Falle eines flachen Gewéssers bestimmen Sandaufwirbelungen, Bodenreibung und Bodenelasti-
zitdt die Wechselwirkung des Seegangs mit dem Meeresgrund. Im k-Modell wird die Standardform
des Sourceterms Sy (6.10) verwendet.

Qbot = —Tk>0~2(1 — tanh?kh,)I (6.10)

Der Koeffizient I' hingt von dem verwendeten Modell fiir die Wechselwirkung der Wellen mit dem
Boden ab. Im k-Modell wird I' auf den konstanten Wert I' = 0.01 m?/s3 gesetzt.

6.3 Das Kopplungsschema beider Modelle:

In dieser Arbeit werden Simulationsergebnisse présentiert, die auf zwei eng verkoppelten numerischen
Modellen basieren, dem Zirkulationsmodell des BSH und dem k-Modell der GKSS. Beide Modelle
rechnen nacheinander, jeweils um einen Kopplungs-Zeitschritt AT = 450 s versetzt. Das Zirkulati-
onsmodell prognostiziert an jedem Punkt des diskretisierten Ortsraumes die Geschwindigkeit u,. der
mittleren Stromung und die Summe aus topographischer Tiefe H, und Wasserstand (. zum Zeitpunkt
T+ AT. Im Anschluss wird das Wellenmodell als Subroutine des BSHemod aufgerufen. Die aktuellen
Stromungen u,(zp) und Meerestiefen (H, + (.)(z9) werden zusammen mit der Geschwindigkeit des
Windfeldes w,,;,; dem k-Modell als Eingangsgréfien tibergeben. An jedem Oberflichen-Punkt (z, o)
des Nord/Ostsee- und Kiistenrasters (Abbildung [6.1]) berechnet das k-Modell die spektrale Vertei-
lung der Wellenwirkung zum Zeitpunkt 7'+ AT'. Nach dem Losen der spektralen Transportgleichung
fiir den gegenwértigen Zeitschritt AT wird das Zirkulationsmodell erneut aufgerufen und rechnet
den néchsten Zeitschritt mit dem aktuellen Beitrag des Seegang zur mittleren Strémung u®.

Beide Modelle besitzen eine unterschiedliche interne Zeitschrittsteuerung. (Fiir die Bedeutung der
Variablen siehe Legende: Tabelle 6.1.) Wihrend eines Kopplungs-Zeitschritts von AT = 450 s rech-
net das Zirkulationsmodell auf dem 6 nm Nord/Ostsee-Raster N g,/ xop = 5 Zeitschritte mit jeweils
AT pq, = 90 s. Im gleichen Zeitraum rechnet das Kiisten-Modell auf dem 1 nm Raster die doppelte
Anzahl von Zeitschritten mit ATy4q, = 45 s. Auf dem Nord/Ostsee-Raster besitzt das Wellen-
Modell (k-Modell) einen Propagations-Zeitschritt ATp,, von 150 s. Dahingegen rechnet es in der
Kiisten-Region mit dem gleichen ,, Transport“-Zeitschritt wie das BSHcmod ATp,, = ATs4,. Der
Zeitschritt fiir die Integration der Source-Funktionen ATy ist im Nord/Ostsee-Wellenmodell gleich
dem Kopplungs-Zeitschritt AT und im genesteten Kiisten-Modell gleich AT'/2 = 225 s.
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oS,
Met.Input DWD | ()= a’;((_z ) 5(2)~ aa
v'(z,T) « . e’
H,.S.(T).v)(zT), Ik +AT) =~
BSHcmod k-Modell
(H, +C)T+AT] £ v | (He S )T +AT),
(v)(z,, T +AT) Q=c+k-(v) Tl vz, T+AT),
o= gk tanh k(H, +2,) | twna{T TAT),

Abbildung 6.2: Schematischer Aufbau des gekoppeltem Modells bestehend aus dem Zirkulationsmodell: BSHcmod
und dem Wellenmodell: k-Modell. Bezeichnungen: (z, z) Kartesische Koordinaten; H. topographische Tiefe, (. Was-
serstand, U = u, + u" mittlere Strémung und S;; Tensorkomponente des Radiationstress in der z-ten Schicht; w4
Windgeschwindigkeit; I,, Wellenwirkung, o intrinsische Frequenz und a Seegangsamplitude der k,-ten Mode.

Nord/Ostsee-Modell

AT AT Aqe Az, Ay

450.0 s 90.0 s 6 nm

AT ATpro ATg Npro/Ret KL ML k1 <k < kog
450.0 s 150.0 s 450.0 s 4 12 28 00lmIT<k<1.72m!

Kiisten-Modell (genestet)

AT ATAd'u Al‘, Ay

450.0 s 45.0 s 1 nm

AT ATp,, ATg Npro/Ref KL ML k1 <k < kog
450.0 s 45.0 s 225.0 s 4 12 28 0.0lm T <k<172m™!

Tabelle 6.1: AT Zeitraum nach dem Datenfelder zwischen den Modellen ausgetauscht werden; Az raumli-
che Diskretisierung; AT 44, Advektions-Zeitschritt (Zirkulation); ATp,, Propagations-Zeitschritt (Seegang),
Npro/rey Anzahl von Refraktions-Zeitschritten pro ATpro; Nagy/kop Anzahl der Advektions-Zeitschritte pro
Aufruf des k-Modells; Spektrale Diskretisierung: KL Anzahl von Richtungen, ML Anzahl von Spektralwerten,
abgedeckter Wellenzahlbereich k; < k < kog.

Offene See Kiistengewisser
Nichtlineare Dissipation Yo = 0.06775, Yo = 0.09485,

p1 =4, p1 = 10,

p2 =12 ps = 1.6

und ¢ = 8 und ¢ =6
Snyder Input 6 = 0.0009 £ = 0.0006
Lineare Dissipation I =0.01 m?/s® [ =0.038 m?/s3

Tabelle 6.2: Parameter des k-Modells nach Schneggenburger [Sch98] (Seite 61 fiir die Offene See und Seite 44
fiir die Kiistengebiete). Das Modell kann fiir den Einsatz in den Kiistengewéssern (rechts) und der offenen See
(links) kalibriert werden. Die Bedeutung der Groen ist in Kapitel 6.2.1 erklédrt worden. Die Modellrechnungen
aus Kapitel 7 und 8 wurden mit dem linken Parameter-Satz fiir die offene See durchgefiihrt.



Kapitel 7

Anwendung des gekoppelten Modells

Die ersten drei Kapitel 3 bis 5 dieser Arbeit beschiftigten sich mit der nicht-kanonischen und ka-
nonischen Theorie von Oberflichenwellen. Es wurde ein allgemein fiir alle Hamiltonschen Systeme
giiltiger Ausdruck fiir den seegangsinduzierten Antrieb der mittleren Stromung hergeleitet und fiir
zwei ausgesuchte, hydrodynamischen Beispiele, Kapitel 4.1 und 4.2, explizit ausgerechnet. In dem
nun folgenden, anwendungsbezogenen Teil der Arbeit werden Ergebnisse numerischer Simulationen
diskutiert. Die dabei verwendete Formulierung des Radiationstress-Tensors wurde in Kapitel 4.3
(Gleichung (4.77)) fiir ein inkompressibles Fluid auf einer Aquipotentialfliiche des Gravitationsfeldes
hergeleitet.

7.1 Einleitung

Es wurden Sturmflut-Szenarien als Anwendungsbeispiele des gekoppelten Seegangs-Stromungs Mo-
dells gerechnet, weil sie extreme Wetterlagen darstellen. Der Einfluss von Wellen auf die Dynamik
der mittleren Strémung ist unter meteorologischen Verhiltnissen, wie sie fiir eine Sturmflut typisch
sind, besonders deutlich. Deshalb sind diese Situationen besonders dazu geeignet, die Differenzen
zwischen den Ergebnissen der Simulationen mit dem vollstdndig gekoppelten Modell und den einzel-
nen Modellkomponenten darzustellen.

Operationelle ozeanographische Modelle kénnen Sturmfluten mit grofler Genauigkeit vorhersagen,
wenn genaue meteorologische Antriebsdaten vorliegen [BSH01]. Der noch vorhandene Fehler lésst sich
nur zum Teil durch Ungenauigkeiten bei der Parametrisierung der modellierten Prozesse erkldren.
Weitaus wichtiger ist es, alle wesentlichen Prozesse in das Vorhersagemodell zu integrieren. Seegang
wurde bisher nicht als integraler Bestandteil des BSH-Zirkulationsmodells verstanden. Sein Beitrag
kommt vor allem dort zum Tragen, wo die Wellen brechen oder anderweitig Seegangsenergie dem
Wellenfeld entzogen wird. Bei stetiger Verfeinerung der Modelle mit zunehmender Rechenleistung
der Computersysteme wird es fiir eine addquate Beschreibung der Hydrodynamik notwendig, diesen
Effekt zu beriicksichtigen. Es existieren Szenarien, bei denen der Seegangseinfluss nicht vernachlissigt
werden kann. Bei einem kriftigen Wind mit auflandiger Komponente und entsprechender Orographie
der Kiistenregion kann es zu einer seegangsbedingten Wasserstandséinderung (wave setup) von bis
zu einem Achtel der urspriinglichen Wellenhohe tiber tiefem Wasser (Tiefe h > Wellenlénge) fiihren
[Ros84]. Besonders bei einer Sturmflut und den damit verbundenen hohen Wasserstéinden ist der
wave setup spiirbar. Die vor allem in Kiistennihe auftretende Wasserstandserhchung ist mit einer
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balancierenden Stromung verbunden. Fiir einen auflandigen Wind mit senkrecht auf die Kiiste zu-
laufenden Wellen, ist der wave setup maximal. Die in den Wellen gespeicherte Energie wird wiahrend
des Brechvorgangs teilweise umgewandelt. Es entstehen Kiistenldngs- und Ripstromungen. Letzte-
re konnen durch das gekoppelte Modell nicht aufgelost werden, da sie lokal gebiindelt auftreten.
Der Einfluss von Seegang auf die Dynamik des Wasserkorpers ist nicht nur auf die Brandungszone
begrenzt. Wo immer die spektrale Energieverteilung der Wellen sich zwischen zwei benachbarten
Raumpunkten dndert, wird eine seegangsabhéngige Stréomung induziert. Der mit dieser Strémung
verbundene Transport von Sediment und Schwebstoff ist von grofier Bedeutung fiir die Gestaltung
des Kiistenraumes. Beide Effekte, wave setup und Brandungsstromung, kénnen nur durch eine ge-
eignete Seegangsvorhersage prognostiziert werden.

Die qualitativen Eigenschaften und die Auspriagung einer Sturmflut héingen entscheidend von der vor-
herrschenden Wetterlage und deren Entstehungsgeschichte ab. Daher werden die Sturmfluten nach
dem vorliegenden Wettertyp unterschieden. Die Wetterlage von 16./17. Februar 1962 war typisch
fir eine Sturmflut vom Windstau-Typ [Hew80]. Solche Sturmfluten werden von ausgedehnten kal-
ten und hochreichenden Tiefs verursacht. Aufgrund der geringen Zuggeschwindigkeit des Tiefs sind
die Stiirme von langer Dauer und kénnen bei Windrichtungen von Nordwest zu erheblichen Auf-
stauungen in der Deutschen Bucht fiihren. Die Sturmflut des Jahres 1999 war vom zirkularen Typ.
Bei solchen Sturmfluten ist die Wetterlage durch kleinrdumige, warme Tiefs gekennzeichnet, die mit
grofler Geschwindigkeit als Zyklon iiber die zentrale Nordsee ziehen. Bei einem solchen Sturm-Tief
treten starke Druckgradienten auf, die zu extremen Windgeschwindigkeiten fithren. Im Meer fiihrt
die dadurch bedingte Zirkulation zu einem starken Anstau an der Kiiste und zu einem Absenken des
Wasserspiegels im Inneren des Wirbels.

Im Anschluss an die Einleitung werden fiir beide Sturmflut-Typen Modellrechnungen priasentiert.
Das Kapitel untergliedert sich in die zwei Themen-Schwerpunkte: Anwendung des gekoppelten Mo-
dells auf ausgewéhlte Sturmflut-Szenarien und Vergleich der Hindcast-Rechnungen mit Messwerten.
In Kapitel 7.2 wird die Sturmflut vom 16./17. Februar 1962 untersucht. Es liegen Beobachtungswerte
von den Feuerschiffen vor, die mit den modellierten Werten fiir die Wellenhhe verglichen werden
konnen. Eine Gegeniiberstellung mit Messwerten ist nur fiir den Wasserstand moglich. Soweit mir
bekannt ist, erfolgt in dieser Arbeit zum ersten Mal ein Hindcast des Seegangs wihrend der Sturm-
flut vom Februar 1962. In Kapitel 7.3 werden die Ergebnisse von Modellrechnungen mit gemessenen
Werten fiir Wasserstand, Stromung und Wellenhohe verglichen. Als Szenarios wurden die Sturmflut
von 1999 und eine Sturmperiode des Jahres 2003 ausgewahlt.

7.2 Sturmflut von 1962

Die in ihren Auswirkungen verheerendste Naturkatastrophe, die Hamburg im letzten Jahrhundert
heimgesucht hat, war der Hamburg-Orkan vom 16./17. Februar 1962 und die von ihm verursachte
Sturmflut. In der zweiten Februar-Dekade 1962 kam es iiber der Nordsee zu zwei schweren Win-
terstiirmen. Mit Stundenmittelwerten von etwa 28 m/s Windgeschwindigkeit iiber der Deutschen
Bucht und Béen bis zu 44 m/s hatte das zweite Sturmereignis seinen Hohepunkt am 16. Februar
abends und verursachte die bekannte Katastrophenflut. Bei derartigen Windverhé&ltnissen ist nach
empirisch-statistischen Verfahren mit einer Wasserstandserh6hung von mehr als 3.5 m in der inne-
ren Deutschen Bucht zu rechnen [Mue03]. Die betréichtlichen Sachschédden und die grofie Zahl an
Todesopfern fiithrten zu einer intensiven Untersuchung der Umsténde dieses Ereignisses [Hen64]. Es
gibt eine Fiille von Literatur zu diesem Thema. Die Entstehungsgeschichte der Sturmflut wurde von
Rodewald [Rod62] aus meteorologischer Sicht und von Koopmann [Kop62a], [Kop62b] sowie Hewer
[Hew80] aus ozeanographischer Sicht untersucht.
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Schon kurz nach dem Hamburg-Orkan gab es eine Reihe von Ansétzen fiir eine computergestiitzte
Untersuchungen des Sturmflutverlaufs [Han66], [Hea69]. Dabei wurden vertikal integrierte Model-
le verwendet, die trotz ihrer geringen rdumlichen und zeitlichen Auflésung (Az ~ 37 nm, AT =~
5 Minuten) den Verlauf der gemessenen Pegelkurven gut wiedergeben konnten [Mue06]. Eine de-
taillierte Analyse der Sturmflut erfolgte im Rahmen des MUSE-Projektes [Jen05] (Modellgestiitzte
Untersuchungen zu Sturmfluten mit sehr geringen Eintrittswahrscheinlichkeiten.) unter Verwendung
des BSH-Zirkulationsmodells (Kapitel 6). Seegangseffekte, die bei einem Sturmereignis zu erhebli-
chen Wasserstandserhohungen in Kiistennéhe fithren kénnen, wurden nur iiber den Windschubkoef-
fizienten abgeschétzt. Sie sind explizit nicht berechnet worden. Welche welleninduzierten Differenzen
fiir Wasserstand und Stromung noch additiv zu den ermittelten Maximalwerten des Zirkulations-
modells hinzu gerechnet werden miissen, lisst sich aus den Ergebnissen eines separat betriebenen
Wellenmodells nicht ableiten. In dieser Arbeit werden Simulationsergebnisse des gekoppelten Modells
prasentiert. Das Untersuchungsgebiet umfasst die gesamte Nordsee mit einem Fokus auf die Deut-
sche Bucht. Es wird der Zeitraum 16. bis 18. Februar 1962 unter Verwendung speziell vom DWD
fiir das MUSE-Projekt generierter meteorologische Antriebsdaten analysiert. Die Wetterdaten sind
Simulationsergebnisse des DWD Lokalmodells LM fiir den mitteleuropéischen Raum. Fiir das lokale,
genestete LM Modell wurden Randwerte mit dem Globalen Atmosphédrenmodell GME berechnet.
Die Startkonfiguration der Modellparameter besteht aus Re-Analyse Daten des Européischen Zen-
trums fiir mittelfristige Wettervorhersage (EZMW).

Das Ergebnis sind Stromungsdifferenzen von etwa 20 ¢m/s bis 60 ¢m/s [Abb. 7.4] zwischen dem
Zirkulationsmodell und dem vollstindig gekoppelten Modell. In den flachen Bereichen der Nord-
und Ostfriesischen Kiiste treten Wasserstandsdifferenzen von etwa 20 ¢m bis 50 em [Abb. 7.2] und
dariiber auf. Ein Vergleich der numerisch modellierten Seegangsverhéltnisse mit Beobachtungsda-
ten ist nur eingeschrinkt moglich, da verlissliche Messreihen nicht vorliegen. Uber den simulierten
Zeitraum hinweg waren in der deutschen Bucht mehrere Feuerschiffe stationiert, deren Besatzungen
mittlere Seegangsparameter wie Wellenhdhe und Propagationsrichtung als stiindlich Schitzwerte er-
mittelten. Ein Vergleich dieser Daten mit Simulationsergebnissen ergibt eine gute Ubereinstimmung
an den weniger exponierten Messpositionen und eine Unterschitzung der Wellenhche an den an-
deren Messpunkten. Weitere Vergleichsdaten sind die gemessenen Pegel-Wasserstdnde entlang der
deutschen Kiiste. Die gemessenen Ergebnisse werden durch das Zirkulationsmodell recht gut wieder-
gegeben.

7.2.1 Simulationsergebnisse

In diesem Kapitel erfolgt eine ausfiihrliche Darstellung der Simulationsergebnisse zum Zeitpunkt des
maximalen Hochwassers in Cuxhaven (16. Februar 1962, 21.00 Uhr UTC!). Es werden drei Fille von
numerischen Simulationen fiir eine Analyse des Seegangseinflusses auf die zeitliche Entwicklung der
mittleren Stréomung und vice versa untersucht. Die ersten beiden Félle sind Vergleichsrechnungen fiir
eine Gegeniiberstellung der Ergebnisse des gekoppelten Modells mit den Resultaten der Einzelmodel-
le. Im ersten Fall wird das Wellenmodell abgeschaltet und das Zirkulationsmodell ohne zusétzlichen
Seegangsantrieb betrieben. Im zweiten Fall wird das gekoppelte Modell gestartet, aber nur der mitt-
lere Wasserstand (Orographie) und eine Stromung vom Betrage Null an das Wellenmodell iibergeben.
Diese Rechnung entspricht einem Lauf eines ungekoppelten Wellenmodells ohne dynamisierte Um-
gebungsvariablen wie mittlere Stromung und Wassertiefe. Im Fall Nummer drei wird der Einfluss
von Seegang auf die mittlere Stromung und der Effekt variabler Tiefen und Stromungsfelder auf
den Seegang modelliert. Refraktion und Propagation der Wellen fiithren vor allem in Kiistennéhe

n dieser Arbeit werden alle Zeiten in UTC (Coordinated Universal Time) angegeben.
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zu einem deutlichen Beitrag der Radiationstress-Divergenz zur mittleren Stromung. Es gehen die
gleichen Windfelder in alle Modelle ein. Der Schwerpunkt dieses Kapitels liegt auf der Darstellung
seegangsbedingter Wasserstandserhohungen und Stromungsdifferenzen in der Deutschen Bucht.

Die Abbildung [7.1a] zeigt eine Windsituation, wie sie fiir eine Sturmflut vom Windstau-Typ charak-
teristisch ist. Ein ausgedehntes Sturmtief sorgt fiir eine grofflichig hohe Windgeschwindigkeit von
iiber 24 m/s in einem Gebiet, das von der Nordfriesischen Kiiste in Richtung Nordwest bis zur Nor-
denglischen Kiiste und im Norden dariiber hinaus reicht. Ein breiter Strom kalter Polarluft, von vielen
Schauern und Boen durchsetzt, zieht iiber das Nordmeer und die Nordsee bis hin zu dem Trichter
der Deutschen Bucht. Der Sturm besitzt nur relativ geringe Druckgradienten, was die Geschwindig-
keit des Windes begrenzt. Bei der geringen Zuggeschwindigkeit des Tiefs war der Sturm allerdings
recht lang anhaltend und die Wasserstandserh6hung an der Kiiste auch entsprechend nachhaltig und
stark. Nach Rodewald [Rod62] betrug die Luftdruckdifferenz zwischen Stidwestengland (1030 mb)
und Schweden (960 mb) zum Hohepunkt des Sturmes (16. Februar 1962 22:00 Uhr) nur etwa 70 Milli-
bar (mb). Der grofite Druckgradient wurde zwischen den Isobaren von 980 mb und 995 mb gemessen.
Zum betrachteten Zeitpunkt iiberstrich die zwischen diesen beiden Werten gelegene Isobaren-Schar
einen GroBteil der Deutschen Bucht (Gebiet zwischen AuBenweser und Siidwestjiitland). In dieser
Gefillszone sorgte der Hamburg-Orkan fiir Windrichtungen von Westnordwest bis Nordwest auf der
offenen See (mit 10-11 Beaufort). Unter diesen ungiinstigen Bedingungen erzeugt auch ein lokal nicht
extrem starker Wind einen erheblichen Stau in der Deutschen Bucht.

Die Struktur des Seegangsfeldes [Abb. 7.1b] zeichnet im Wesentlichen die Struktur des Windfeldes
[Abb. 7.1a] nach. Langanhaltende Winde sorgen fiir entsprechend gut entwickelten Seegang mit Wel-
lenhohen von bis zu 10 m in den tieferen Bereichen der Deutschen Bucht und noch etwa 6 m bis
7 m, stellenweise bis zu 8 m, an der Kiiste. Der Wind kam aus West bis Nordwest und besafl grofle
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Abbildung 7.1: Windgeschwindigkeit (links) und signifikante Wellenh6he (rechts) in der Nordsee zum Zeitpunkt 21:00
Uhr UTC am 16.02.1962. Die Wellenhohe Hy (rechts) wurde mit gekoppelten Modell fiir Seegang und Stromung
berechnet. Das Maximum der Windgeschwindigkeit und der Wellenhshe wurde, mit Werten von 27.5 m/s und 10 m,
in den tieferen Regionen der deutschen Bucht bestimmt.
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Windstérken an der Dénischen und Nordfriesischen Kiiste. Deshalb werden besonders deutliche See-
gangseffekte an der Dénisch-Friesischen Kiiste zu beobachten sein. Der Brandungsstau auflaufender
Wellen fiihrt zu erheblichen Wasserstandserhohungen [Abb. 7.2b] in den flachen Kiistenregionen.

Eine Sturmflut vom Windstau Typ kennzeichnet die , klassische® Situation, dass Wasser durch einen
Wind aus nordwestlicher Richtung in die Deutsche Bucht transportiert wird. Charakteristisch ist vor
allem die grofle Windstreichlinge der mittlerer Strémung und des Seegangs beim Aufbau der Sturm-
flut. Die Abbildung [7.2a] zeigt eine Flichendarstellung des Wasserstandes in der Deutschen Bucht
zum Zeitpunkt des Hochwassers in Cuxhaven. Um diese Uhrzeit (21:00 Uhr, 16.12.1962) hat der
Sturm noch nicht seinen Hohepunkt erreicht, dies ist etwa eine Stunde spéter der Fall, und das
Nordsee-Wasser wird noch immer an der Kiiste aufgestaut. Der in Windrichtung geoffnete Trichter
der Deutschen Bucht bietet ideale Stau-Bedingungen und fiihrt zu einer graduellen Wasserstand-
serhchung von etwa 1 m auf offener See bis zu iiber 5 m in der Elbmiindung. Obwohl die modellierte
Wellenhéhe mit Werten unterhalb von 3 m im Wattenmeer verglichen mit den Werten, 7 m bis 8 m,
vor den Inseln gering ist [Abb. 7.6a], wird gerade dort die grofite seegangsinduzierte Wasserstand-
serhchung beobachtet. Der Brandungsstau seewiérts der Inseln setzt sich in die flachen Wattgebiete
fort und fithrt dort zu einer signifikanten Wasserstandserhthung von 0.6 m bis iiber 1.0 m. Es ist
iiberraschend, dass gerade bei Esbjerg und der Lee-Seite von Sylt die grofite Wasserstandserhohung

16.02.1962 21:00 4 { 16.02.1962 21:00
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Abbildung 7.2: Links: Réumliche Verteilung des Wasserstandes in der Deutschen Bucht zum Zeitpunkt 21.00 Uhr
UTC am 16.02.1962. Rechts: Vergleich des vollstindig gekoppelten Modells (links) mit dem Zirkulationsmodell zum
gleichen Zeitpunkt. (gekoppeltes Modell minus Zirkulationsmodell) Der Maximalwert des Wasserstandes wurde mit
etwa 6 m in der Dithmarscher Bucht lokalisiert und die gréfite Differenz beider Modelle mit 1.5 m in der N#he von
Esbjerg bestimmt.
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auftritt. Das Bild der dargestellten Wasserstandsdifferenzen zwischen dem gekoppelten Modell und
dem Zirkulationsmodell zeigt aber einen zeitintegrierten Seegangseffekt. Uber einen lingeren Zeit-
raum hinweg koénnen die seegangsbedingten Massenfliisse zu einer regional sehr unterschiedlichen
Erhohung des Wasserstandes fithren. Durch die lokalen Seegangsverhéltnisse ist diese Erhohung
nicht zu erkléren.

Das Modell ist nicht gut genug aufgelost, um kleinrdumige Effekte mit ausreichender Genauigkeit
darzustellen. An einigen singuléren Punkten treten direkt an den Kiistenlinien, wie zum Beispiel der
Seeseite von Sylt, Wasserstandsdifferenzen auf, die so sicherlich nicht beobachtet werden. Der Fehler
entsteht durch die numerische Behandlung des Problems und wurde bisher nicht weiter untersucht.

‘ Cu‘xhav‘en ‘ Wasserstaqd in‘m ([\IN) ngrugr 1962 ‘ 6 6 ‘ H‘usan ‘Wassers‘tand‘ in m (NN) ‘ ‘Fet?ruar‘ 19§2

/
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Abbildung 7.3: Vergleich der Pegelkurven (schwarz) von Cuxhaven und Husum mit den modellierten Wasserstéinden:
BSH-Zirkulationsmodell (blau), Gekoppeltes Modell fiir Seegang und Strémung (rot) fiir den Zeitraum 15.02.1962 00:00
Uhr UTC bis 17.02.1962 24:00 Uhr UTC in Cuxhaven (links) und Husum (rechts).

Ein Vergleich der modellierten Wasserstinde [Abb. 7.3 a,b] mit den Pegelkurven an den Stationen
Cuxhaven und Husum zeigt, dass beide Modelle die Hochwasser relativ gut wiedergeben, die Niedrig-
wassser aber generell iiberbewerten. Die Werte des gekoppelten Modells fiir Seegang und Stromung
liegen an beiden Messpositionen systematisch iiber den Wasserstdnden des ungekoppelten Zirku-
lationsmodells. Diese Abweichung kann darauf zuriickgefithrt werden, dass in beiden Teilmodellen
eine separat optimierte Parametrisierung der Windschubspannung verwendet wurde. Im Zirkulati-
onsmodell ist es der empirische Ansatz von Smith und Banke (1975) [SB75] und im k-Modell die
von der Windgeschwindigkeit abhéngige Parametrisierung von Wu (1982) [Wu82]. Diese Ansétze fiir
den Windschubspannungs-Koeffizienten enthalten bereits implizit einen Teil des Wellenbeitrags. Die
Kopplung des Zirkulationsmodells mit dem Seegangsmodell fithrt deshalb zu einer Uberbewertung
des Welleneinfluss auf die mittlere Strémung,.

Da die Pegel-Orte an der Kiiste liegen, ist der Beitrag des Brandungsstaus zu den Wasserstdnden
besonders deutlich. Zum Zeitpunkt des Hochwassers in Cuxhaven reproduziert das gekoppelte Mo-
dell die gemessenen Wasserstiande etwas besser als das Zirkulationsmodell. Die Differenz ist nicht
unerheblich und betriigt etwa 20 ¢m. Uber den ganzen Zeitraum betrachtet sind die modellierten
Wasserstéande von beiden Modellen zu hoch. Um zu zeigen, dass Seegang gerade in flachen Gebieten
einen deutlichen Beitrag zu dem Anstau an der Kiiste liefert, wurde als zweite Messstation Husum
[Abb. 7.3b] ausgewihlt. Im Wattenmeer ist die Differenz der modellierten Wasserstéande [Abb. 7.2b]
hoher als an anderen Pegel-Orten. Eine Gegeniiberstellung der Modellwerte [Abb. 7.3a,b] (rote und
blaue Linie) zeigt in Husum eine deutlich grofiere Abweichungen der Ergebnisse als in Cuxhaven.
Das Stromungsfeld [Abb. 7.4a] zeigt auflaufendes Wasser kurz vor dem Erreichen des maximalen
Wasserstandes in der Deutschen Bucht. Zum dargestellten Zeitpunkt 16.02.1962, 21:00 Uhr befindet
sich der Sturm kurz vor seinem Hohepunkt. Die aufgestaute Wassermasse erzeugt eine balancierende
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Gegenstromung welche den Massentransport in die Deutsche Bucht hinein reduziert. Die Geschwin-
digkeit [Abb. 7.4a], mit der Nordseewasser an den Nord- und Ostfriesischen Inseln vorbei in die
Deutsche Bucht einstromt, verringert sich von iiber 1.2 m/s um 18:00 Uhr zu etwa 0.6 m/s bis
0.8 m/s um 21:00 Uhr. Auflerhalb des flachen Gebietes von Horns Rev und der Priele zwischen
den Inseln des Wattenmeeres ist die modellierte Stromungsgeschwindigkeit kleiner als 0.8 m/s. Die
flichenhafte Darstellung [Abb. 7.4a] der mittleren Stromung ist uneinheitlich und die Struktur des
Geschwindigkeitsfeldes im Wesentlichen von der komplexen Topographie in der Deutschen Bucht
bestimmt. Da zum betrachteten Zeitpunkt 21:00 Uhr die Stromung (v) = v, + v, relativ klein ist,
bei gleichzeitig groffen Wellenhohen, ist der seegangsinduzierte Stromungsbeitrag relativ grof3 und
alle Eigenschaften der Radiationstress-Divergenz prigen sich dem Stromungsfeld auf. In den Watt-
gebieten und den flachen Bereichen um Helgoland, Horns Rev und Amrun Bank erzeugt der Seegang
einen besonders deutlichen Beitrag zur mittleren Stromung. Die Abbildungen [7.4b] und [7.5] zeigen
Betragsdifferenzen der Stromungsgeschwindigkeit von bis zu 0.6 m/s zwischen dem Zirkulationsmo-
dell und dem gekoppelten Modell.

In Abbildungen [7.4b] sind die Differenzen der Stromungsrichtung zwischen den beiden Modellen dar-
gestellt. Eine deutliche Anderung der Richtung ist dort erkennbar, wo der Betrag der Geschwindigkeit
gering ist. Diese Gebiete sind durch grofle Tiefengradienten und betréichtliche Wellenhéhen wihrend
des Sturmereignises gekennzeichnet. Der seegangsinduzierte Massentransport ist auch in dargestell-
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Abbildung 7.4: Strémungsgeschwindigkeit (links), Maximalwert 1.9 m/s, und Differenz der Geschwindigkeiten (rechts)
(gekoppeltes Modell minus Zirkulationsmodell), Maximalwert 1.7 m/s, in der Nordsee zum Zeitpunkt 21.00 Uhr UTC
am 16.02.1962. Die Betragsdifferenz der Vektoren ist als Farbwert dargestellt. Die weilen Pfeile kennzeichnen die
Stromungsrichtung im gekoppelten Modell (links) und die schwarzen Pfeile die Richtung im Zirkulationsmodell.
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ten Wassersténden, Abbildung [7.2b], sichtbar. Ein Merkmal des Differenzenbildes ist der grofiflichig
erhohte Wasserstand, von +0.0 m bis +0.2 m, in der zentralen Deutschen Bucht. Besonders inter-
essant sind die Seegangseffekte in der unmittelbaren Nahe der Kiiste. Bei Wind aus Nordwestlicher
Richtung kommt es entlang der nord- und ostfriesischen Kiiste zu einer Verstéirkung der kiistenpar-
allelen Stromungskomponente. Die geometrische Bedingung fiir eine maximale Kiistenldngsstréomung
in der Brandungszone sind schréig einlaufende Wellen mit einer Winkeldifferenz von etwa 45° zwi-
schen Kiistenlinie und Propagationsrichtung. Begiinstigt durch die Wind- und Seegangsrichtung aus
Nordwest ist der Brandungsstrom besonders an der Siidflanke von Sylt, den Inseln Amrum und
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Abbildung 7.5: Farbdarstellung: Betrag des Differenz-Vektors der Geschwindigkeit (gekoppeltes Modell fiir Seegang
& Stromung minus Zirkulationsmodell) in der Deutschen Bucht. Die skalierten Vektorpfeile zeigen in die Richtung der
seegangsinduzierten Stromung. Zeitpunkt: 21.00 Uhr am 16.02.1962.
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Norder-/Siideroogsand sowie in den flachen Bereichen vor den ostfriesischen Inseln spiirbar. Dort
treten Betragsdifferenzen der mittleren Stromung von 0.2 m/s bis 0.8 m/s auf [Abb. 7.5].

Bei der vorherrschenden Windrichtung ist die seegangsinduzierte Strémung im Wesentlichen kiisten-
parallel in die innere Deutsche Bucht hineingerichtet und fiihrt zu einem zusétzlichen Anstau im
Miindungsgebiet von Elbe und Weser. Im Wattgebiet ist diese Stromung oft uneinheitlich gerichtet.
Die Struktur des Brandungsstroms héngt von den topographischen Gegebenheiten des Gebietes ab.
Entlang der Kiiste von Sylt und den ostfriesischen Inseln &ndert sich die Meerestiefe schon iiber we-
nige hundert Meter spiirbar. Dort ist der Brandungsstrom sehr fokussiert. In den flachen Bereichen,
Horns Rev, Norder-/Stideroogsand und der Ems Miindung, wo der Tiefengradient kleiner ist, bedeckt
er ein grofleres Gebiet. Die Auflosunggrenze des Brandungsstroms ist im numerischen Modell durch
die Dimension einer Gitterzelle gegeben. Die modellierten Variablen, Wasserstand und Strémung
enthalten daher nur einen mittleren iiber die Gréfle einer Zelle integrierten Seegangseffekt. Wenn die
Ausdehnung der Brandungszone wesentlich kleiner als die Grofle einer Gitterzelle ist, dann kann der
Betrag des tatsichlichen Brandungsstroms lokal grofier sein.

Die Abbildung [7.6a] zeigt die Seegangssituation um 21:00 Uhr am 16.02.1962 mit Wellenhshen von
maximal 10 m im Norden der Deutschen Bucht. Die modellierte Wellenh6he nimmt zur Kiiste hin
graduell ab, besitzt an den Friesischen Inseln aber immer noch Werte von 7 bis 8 Metern. In Abbil-
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Abbildung 7.6: Wellenhéhe (links) (gekoppeltes Modell fiir Seegang & Stromung), Maximalwert 10 m, und Wel-
lenhshendifferenz (rechts) (gekoppeltes Modell minus Wellenmodell betrieben mit topographischen Wassertiefen und
einer Stromung vom Betrage Null), Maximalwert 4,25 m, in der Deutschen Bucht zum Zeitpunkt 21.00 Uhr am
16.02.1962. Rechts: Die weilen (gekoppeltes Modell) und schwarzen (Wellenmodell) Pfeile zeigen in Ausbreitungsrich-
tung des Seegangs.
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dung [7.6b] werden die Ergebnisse des gekoppelten Modells fiir Seegang und Strémung [Abb. 7.6a] mit
den Ergebnissen des k-Modells, ohne Berticksichtigung von Stromungsfeldern und wasserstandsbe-
dingter Variation der Meerestiefe, verglichen. Das Differenzenbild [Abb. 7.6b] zeigt besonders hohe
Werte hinter den Friesischen Inseln, in den flachen Bereichen des Wattenmeers. Dort betrigt die
Tiefendifferenz zwischen den beiden Modellen iiber 3.5 m. Im Miindungsgebiet von Elbe und Weser
sowie im Jadebusen ist die Differenz der Meerestiefe zwischen dem gekoppelten- und dem k-Modell
maximal. Sie entspricht dem Wasserstand in [Abb. 7.2a] und ist groBler als 4.5 Meter. In Abbildung
[7.6b] ist die Propagationsrichtung der Wellen durch schwarze (k-Modell) und weifle (gekoppeltes
Modell) Pfeile gekennzeichnet. Die Refraktion der Wellen ist in den flachen Bereichen aufgrund der
geringeren Wassertiefen des k-Modells verstéirkt. In Kiistenndhe weisen die schwarzen Pfeile eher in
Richtung der Kiistennormalen.

Fiir zwei Positionen? in der Deutschen Bucht sind in Abbildung [7.7] die Abweichungen der See-
gangsparameter des gekoppelten Modell von den Ergebnissen des Wellenmodells ohne Berticksich-
tigung variabler Tiefen- und Stromungsfelder dargestellt. Man erkennt deutlich den Einfluss von
Gezeiten-, Wind- und Wellenstau bedingten Schwankungen des Wasserstandes (blau) auf die model-
lierte Wellenhshe (rot). Die Station im Hérnum-Becken (links) befindet sich in einem sehr flachen
Gebiet, das wihrend der Dauer eines Niedrigwassers auch trockenfallen kann. Am ersten Tag des
Sturms (15.02.1962) sinken wihrend der Ebbe sowohl Wassertiefe als auch Wellenhohe des gekop-
pelten Modells [Abb. 7.7](links) gleichzeitig auf Null. Ein Wellenmodell, das mit konstanten Tiefen
rechnet (gestrichelte Linie), kann diese Eigenschaft nicht reproduzieren.

Hoernum-Becken 5481 N 843E Februar 1962 Norderpiep 5412N 8.65E Februar 1962
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Abbildung 7.7: Vergleich der modellierten Zeitserien des gekoppelten Modells (durchgezogene Linien) mit den Er-
gebnissen des Wellenmodells ohne Beriicksichtigung variabler Stromungs- und Tiefenfelder (gestrichelte Linien). Zeit-
raum: 15.02.1962 00:00 Uhr bis 17.02.1962 24:00 Uhr; Positionen: Hérnum (links) und Norderpiep (rechts); Signifikante
Wellenhohe (rot), Seegangsrichtung (schwarz) und Wasserstand (blau). Die Positionsangaben beziehen sich auf den
néchstgelegenen Modell-Gitterpunkt.

Jede Anderung des Wasserstandes ist mit erheblichen Differenzen der Wellenhshe zwischen den bei-
den Modellen verbunden. Zum Zeitpunkt des maximalen Hochwassers im Hérnum-Becken betrégt
der Tiefenunterschied etwa 4 m. Die modellierten Wellenhchen weisen aber nur eine relativ geringe
Differenz von etwa 1 m auf. Durch die geringe Tiefe und den begrenzten Fetch innerhalb des Gebietes
ist die Wellenhohe des Seegangs beschrénkt. An der nicht abgeschirmten Position Norderpiep [Abb.
7.7] (rechts) betrigt der Unterschied zwischen den modellierten Wellenhshen bei einer vergleichbaren
Tiefendifferenz nahezu 2 m.

Zu dem betrachteten Zeitpunkt 1962 gab es noch nicht die M6glichkeit, objektive Messungen mit
Hilfe von Bojen und Radarsystemen auf Satelliten oder Flugzeugen durchzufiithren. Deshalb werden

2Zur Lage der Positionen siche Abbildung [10.1] im Anhang
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die aufgezeichneten Daten der Feuerschiffs-Besatzungen von P12 und Borkumriff fiir einen Vergleich
der modellierten Seegangsparameter mit Beobachtungswerten herangezogen. In Abbildung [7.8] sind
zwei Messreihen (gestrichelte Linien) zu sehen, die eine gute Ubereinstimmung mit den modellierten
Zeitreihen (durchgezogene Linie) zeigen. Die modellierte Seegangsrichtung stimmt ebenfalls mit der
beobachteten Windrichtung iiberein [Abb. 7.8]. Auch der zeitliche Verlauf der gemessenen Wellenhshe
(blau) kann gut durch das gekoppelte Modell reproduziert werden. An der Position Borkumriff zeigen
die beobachteten Wellenhohen eine gréfiere Abweichung von den modellierten Werten, nachdem der
Sturm am 16.021962 um 22:00 Uhr seinen Hohepunkt erreicht hatte. Erkldrungen dafiir sind speku-
lativ. Beobachtungen der Wellenhohe sind bei Dunkelheit schwierig. In Abbildung [7.8] ist die auf
Re-Analysen beruhende Windstérke (rot) des DWD-Lokalmodells LM im Vergleich mit den Beobach-
tungsdaten der Feuerschiffs-Besatzungen dargestellt. Die Windstérke wurde nach der Beaufort-Skala
geschiitzt [DHI63], [Due85]. Es zeigen sich stellenweise Unterschiede von bis zu 4 m/s. Uber den ge-
samten Zeitraum betrachtet, stimmen die gemessenen- und die modellierten Werte gut miteinander
iiberein.
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Abbildung 7.8: Vergleich von Beobachtungen (gestrichelte Linien) der Windgeschwindigkeit (rot), Windrichtung
(schwarz) und der signifikanten Wellenhohe (blau) mit den numerischen Modellergebnissen (durchgezogene Linien)
fiir den Zeitraum 15.02.1962 00:00 Uhr bis 17.02.1962 24:00 Uhr. Die Werte wurden von den Besatzungen der Feuer-
schiffe P12 (links) und Borkumriff (rechts) beobachtet. Die Positionsangaben beziehen sich auf den niichstgelegenen
Modell-Gitterpunkt.

Die Seegangsbeobachtungen der Feuerschiffs-Besatzungen beruhen auf Schéitzungen, was bei einem
quantitativen Vergleich mit den Simulationsergebnissen beachtet werden muss. An den beiden aus-
gewahlten Positionen P12 und Borkumriff unterscheiden sich die beobachteten und modellierten
Werte aber nicht wesentlich. Die physikalischen Prozesse wéhrend einer Sturmflut in der Nordsee
konnen qualitativ recht gut durch das gekoppelte Modell reproduziert werden. Eine seegangsinduzier-
te Erhohung des Wasserstandes um bis zu 1 m als grofiten Einzelwert und 0.6 m in weiten Gebieten
des Wattenmeeres lésst sich aus den Modellergebnissen ablesen. Die vorherrschende Windrichtung
aus Nordwest erzeugt eine regional an der Kiiste einsetzende Brandungsléingsstromung. Bei Sylt und
den Ostfriesischen Inseln erreicht die seegangsinduzierte Stromung Werte von 0.2 m/s bis 0.6 m/s.
Die in diesem Kapitel dargestellten Ergebnisse sind charakteristisch fiir ein Sturmereignis. Bei nor-
malen Wetterlagen sind die seegangsbedingten Anderungen des Wasserstandes (wave setup) und
der Stromung (Kiistenldngsstromung) erheblich kleiner. Aufgrund der ausgeprigten Gezeit in der
Nordsee ist der Einfluss verdnderlicher Tiefen auf die Dynamik des Seegangs wesentlich grofler als
umgekehrt der Effekt rdumlich variierender Wellenfelder auf die Dynamik der mittlere Stromung.
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7.3 Hindcast-Rechnung (1999, 2003): Vergleich der Modellergeb-
nisse mit Messdaten

Die Simulation der Sturmflut von 1962 liefert Ergebnisse, die nur mit den Beobachtungen der
Feuerschiffs-Besatzungen und den gemessenen Pegelkurven verglichen werden kénnen. Da zu die-
sem Zeitpunkt auf den Schiffen noch keine Messverfahren fiir die Wellenh6he zur Verfiigung stan-
den, wurden die Vergleichswerte abgeschéitzt. Eine Gegeniiberstellung der Simulationsergebnisse mit
den Beobachtungswerten zeigt, dass die modellierten Wellenhohen generell hoher als die Schétz-
werte sind, die Seegangsrichtung aber mit guter Genauigkeit bestimmt werden konnte. Fiir einen
Vergleich des gekoppelten Modells mit objektiveren Messverfahren wurde die Sturmflut von 1999
und ein Sturm des Jahres 2003 ausgewihlt. Fiir beide Zeitrdume stehen gemessene Zeitreihen der
Wellenhohe, Wind- bzw. Seegangsrichtung und der mittleren Periode 7},,; zur Verfiigung. Die me-
teorologischen Daten zum Antrieb der Modelle stammen aus den operationellen Vorhersagemodellen
des DWD und wurden in den betreffenden Jahren berechnet und im BSH gespeichert.

7.3.1 Die Sturmflut von 1999

Eine detailierte Beschreibung der Sturmflut-Wetterlage am 3.12.1999 findet sich im ,Klimastatus-
bericht 1999“ des Deutschen Wetterdienstes [Lef99]:

,Das Orkantief ,, Anatol“ entwickelte sich am 2. Dezember iiber dem Nordatlantik. Es verlagerte sich
unter Vertiefung rasch ostwérts und war in den Nachtstunden zum 3. Dezember von einer schwachen
Welle zu einem Sturm-Tief mit einem Kerndruck von 985 hPa gereift. Das Zentrum des Sturms lag
zu diesem Zeitpunkt nordlich von Irland. Durch einen Kurzwellentrog in der Hohe erfuhr das Tief
giinstige Entwicklungsbedingungen und vertiefte sich in nur etwa 12 Stunden um weitere 40 hPa
auf 952 hPa zum Orkantief. Dabei zog es iiber die Nordsee, im Bereich des Limfjordes iiber Jiitland
(Dédnemark), iiber Stidschweden (in der Nacht zum 4. Dezember) und die Ostseeinsel Gotland, das
Baltikum und weiter nach Russland, wo es sich dann bald abschwiéchte.

Solch kleinrdumige, schnell ziechende Tiefdruckgebiete erzeugen Sturmfluten vom zirkularen Typ. Das
Orkantief ,,Anatol“ war in Dénemark der stérkste Orkan des 20. Jahrhunderts. Der maximale Mit-
telwind an der Westkiiste Siidjiitlands erreichte Geschwindigkeiten von 38 m/s mit maximalen Boen
um 50 m/s. In der siidlichen Deutschen Bucht wurden Winde von 26 m/s gemessen mit Bden bis zu
35 m/s [Mue02]. In Abbildung [7.9] (oben) ist die Wind- und Seegangssituation zum Zeitpunkt der
maximal gemessenen Windgeschwindigkeit in der Deutschen Bucht?® dargestellt (03.12.1999, 16:00
Uhr). Das Zentrum des Tiefdruck-Wirbels befindet sich nordwestlich von Jiitland (Ddnemark). An
der dénischen und schleswig-holsteinischen Kiiste ist eine Windrichtung aus Westsiidwest vorherr-
schend. Spéter dann dreht der Wind auf West und in den frithen Abendstunden des 3. Dezembers auf
Westnordwest. Die Struktur des Wellenfeldes [Abb. 7.9] entspricht im Wesentlichen der Struktur des
Windfeldes. In der &ufleren Deutschen Bucht werden Wellenhohen von maximal 14 m modelliert. Zur
Kiiste hin nimmt die signifikante Wellenhohe ab, erreicht aber immer noch Werte von 7 m bis 9 m
an der Seeseite von Sylt und den anderen Inseln des Wattenmeeres. Bei einer Sturmflut ist nicht nur
der Betrag der Windgeschwindigkeit entscheidend, sondern auch die Richtung. Die aus Westsiidwest
auflaufenden Wellen erzeugen eine deutliche Kiistenldngsstromung an den Ostfriesischen Inseln [Abb.
7.9] (unten, rechts). Besonders ausgeprigt ist die seegangsbedingte Stromungsdifferenz in dem fla-

3Die Position der Station Deutsche Bucht ist in Abbildung [10.1] verzeichnet.
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Abbildung 7.9: Oben: Windgeschwindigkeit (links) und signifikante Wellenhhe (rechts) in der Nordsee und dem
Kattegat/Skagerrak zum Zeitpunkt 16:00 Uhr am 03.12.1999. Die Wellenhshe H, (rechts) wurde mit gekoppelten
Modell fiir Seegang und Stromung berechnet. Unten: Differenz von Wasserstand (links) (18:00 Uhr) und Strémung
(rechts) zwischen dem gekoppelten Modell fiir Seegang und Stréomung und dem Zirkulationsmodell.
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chen Gebiet von Horns Rev und vor Sylt. In unmittelbarer N&he der Kiiste reduziert sich die Energie
der Wellen erheblich. Unmittelbar vor Sylt betrdgt die Abnahme der signifikanten Wellenhohe auf
kurzer Distanz etwa 8 m. Bedingt durch die vorherrschende Wind- und Seegangsrichtung wird langs
der Kiiste von Sylt eine nordlich gerichtete Stromungskomponente induziert. Die geometrische Be-
dingung fiir eine maximale Kiistenldngsstromung ist ein Einfallswinkel der Wellen von nahezu 45°.
Bei Seegang aus Siidwest wire der Betrag der wellenbedingten Stromung sicher grofier gewesen. So
aber betrégt er an der Stidflanke von Sylt etwa 40 em/s bis 60 ¢m/s und an der Nordflanke 60 e¢m/s
bis 80 ¢m/s. Dort reicht der Einfallswinkel ndher an 45° heran. In den tieferen Gebieten sind die
dargestellten Betrige des Differenzenvektors der Stromung (gekoppeltes Modells minus Zirkulations-
modell) unerheblich und die Richtungen breit gestreut.
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Abbildung 7.10: Vergleich der Pegelkurven (schwarz) von Cuxhaven und Husum mit den modellierten Wasserstéinden:
BSH-Zirkulationsmodell (blau), Gekoppeltes Modell fiir Seegang und Strémung (rot) fiir den Zeitraum 02.12.1999 00:00
Uhr bis 04.12.1999 24:00 Uhr in Cuxhaven (links) und Husum (rechts).

Das Sturmtief zog so schnell iiber Ddnemark hinweg, dass zwischen dem gemessenen Maximalwert der
Windgeschwindigkeit und des Wasserstandes eine zeitliche Differenz von etwa zwei Stunden besteht.
In Abbildung [7.9] (unten, links) ist die rdumliche Verteilung der Wasserstandsdifferenz zwischen
dem gekoppelten Modell und dem Zirkulationsmodells dargestellt. Ein deutlich erhohter Wasser-
stand ist in den nordfriesischen Wattgebieten zu erkennen. Bei Esbjerg wird eine seegangsbedingte
Wasserstandserhohung von iiber einem 1 m berechnet. Durch den bis dahin vornehmlich westlichen
Wind ist das Wasser von der Seeseite der Inseln her in das Wattenmeer hinein transportiert wor-
den. Vor den dénischen und schleswig-holsteinischen Inseln ist dagegen der Wasserstand in einem
ausgedehnten Gebiet um 20 ¢m bis 40 ¢m erniedrigt. Von der Ems- bis zur Elbmiindung betréigt die
Differenz des Wassrstandes noch 20 e¢m bis 40 ¢m, stellenweise bis zu 60 cm.

Fiir die Orte Cuxhaven und Husum werden in Abbildung [7.10] die modellierten Zeitreihen des Was-
serstandes mit den Pegelmessungen verglichen. Der zusétzliche Brandungsstau auflaufender Wellen
fithrt zum Zeitpunkt des maximalen Hochwassers in Cuxhaven zu einer seegangsbedingten Was-
serstandsdifferenz von etwa 25 ¢m. Bei Husum [Abb. 7.10](rechts) ist die Differenz mit ca. 60 cm
bedeutend grofer. Die hier préisentierten Ergebnisse sind mit den Resultaten fiir die Sturmflut von
1962 [Abb. 7.3] vergleichbar. Uber den gesamten Zeitraum hinweg sind die Werte des gekoppelten
Modells grofler als die Werte des Zirkulationsmodells. Besonders deutlich ist diese Differenz zu den
Zeitpunkten der Hoch- und Niedrigwasser.

In Abbildung [7.12] werden die gemessenen Werte (diinne Linien) der Wellenhohe (rot), Seegangs-
richtung (schwarz) und mittlere Periode T},; (griin) mit den modellierten Werten (dicke Linien) an
der Position NSB-2 verglichen. Die Positionsangaben in [Abb. 7.11] und [Abb. 7.12] beziehen sich
auf den néchstgelegenen Modellgitterpunkt. Die Messwerte des Seegangs sind leider liickenhaft und
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Abbildung 7.11: Vergleich der gemessenen Zeitserien (diinne Linien) fiir die Windgeschwindigkeit (rot) und Wind-
richtung (schwarz) mit den Simulationsergebnissen des DWD Lokalmodells (dicke Linien). Windgeschwindigkeit (rot),
Windrichtung (schwarz). Zeitraum: 02.12.1999 00:00 Uhr bis 04.12.1999 24:00 Uhr. Station Deutsche Bucht
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Abbildung 7.12: Vergleich der gemessenen Zeitserien (diinne Linien, Rauten) fiir die signifikante Wellenhohe (rot)
und Seegangsrichtung (schwarz) mit den modellierten Werten (Dicke Linien) fiir den Beobachtungszeitraum 02.12.1999
00:00 Uhr bis 04.12.1999 24:00 Uhr. Die gemessenen und modellierten Werte der mittleren Periode Ty,1 (Fufinote 4)
sind griin dargestellt. Die Positionen der Messstation NSB-2 ist in Abbildung 10.1 eingezeichnet.
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weisen in beiden Néchten zeitliche Spriinge auf [Abb. 7.12]. Uber den Zeitraum des Sturms hinweg
liegen aber geniigend Vergleichswerte vor. Messwerte des Windes an der Station NSB-2 sind nicht
vorhanden. Deshalb wurden in Abbildung [7.11 und 7.12] die Daten der Station Deutsche Bucht
den Seegangsdaten gegeniibergestellt. Die zeitliche Entwicklung des Windfeldes ist an beiden Sta-
tionen vergleichbar. In der Deutschen Bucht [Abb. 7.11] stimmen die Messdaten (diinne Linie) fiir
die Windgeschwindigkeit (rot) und Richtung (schwarz) gut mit den berechneten Werten (dicke Lini-
en) iiberein. Dahingegen erkennt man in Abbildung [7.12] deutlich, dass die modellierte Wellenhthe
zum Hohepunkt des Sturms (3. Dezember, 16:00 Uhr) zu hoch ist. Sie iibersteigt die gemessene
Wellenhohe an der Station NSB-2 um etwa 4.2 m. Die Station NSB-2 liegt in der &ufleren Deut-
schen Bucht, wo das gekoppelte Modell Wellenh6hen von bis zu 14 m berechnet. Die modellierten
Perioden? T),,; konnen den zeitlichen Verlauf der gemessenen Perioden qualitativ wiedergeben, sind
aber gleichbleibend um etwa zwei Sekunden kleiner als die Messwerte. Eine Gegeniiberstellung der
modellierten Perioden 7,,; mit den gemessenen Werten bei Siiderhever und NSB-2 zeigt eine bes-
sere Ubereinstimmung der dargestellten Werte in der Nihe der Kiiste (Siiderhever [Abb. 7.13]). Im
Vergleich zum fast konstanten Offset bei NSB-2 [Abb. 7.12] ist die Differenz der 7T,,; Perioden an
der Kiiste gering. Auch der Unterschied zwischen modellierter und gemessener Wellenhohe ist an
der Station Siiderhever kleiner als bei NSB-2. Er betrégt aber immer noch 3.3 m. Auf dem offenen
Meer, ohne Begrenzung des Fetch entwickelt sich der modellierte Seegang unter den Bedingungen
dieser schweren Sturmflut zu rasch. Deshalb ist die modellierte Wellenhshe bei NSB-2 [Abb. 7.12]
deutlich zu grofl. An der Kiiste ist die Hohe der einlaufenden Wellen topographisch bedingt kleiner
als auf dem offenen Meer. Die Source-Funktionen des k-Modells sind aber so justiert worden, dass
sie fiir die gesamte Nordsee Giiltigkeit besitzen. Wahrscheinlich ist deshalb der modellierte Seegang
in Kiistennéhe noch nicht stark genug geddmpft worden [Abb. 7.13].

Wie die Modellergebnisse in diesem Kapitel zeigen, ist das k-Modell fiir einen Einsatz in den tieferen
Bereichen der Nordsee nur bedingt geeignet. Es wurde zu dem Zweck konstruiert, hoch variablen
Stromungsfeldern und Wassertiefen sowie begrenztem Fetch in Kiistenndhe Rechnung zu tragen. Die
Source-Funktionen des k-Modells sind an diese Bedingungen angepasst [Sch97] worden. Auflerhalb
des Kiistennahfeldes ist die Voraussetzung fiir das Ersetzen der nichtlinearen Wechselwirkung von
Seegangsmoden durch die nichtlineare Dissipation von Wellenenergie (Kapitel 6.2.1) nicht mehr ge-
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Abbildung 7.13: Vergleich der Gemessene Zeitserien (diinne Linien) fiir die signifikante Wellenhthe (rot) und mittlere
Seegangsperiode Ti,1 (griin) mit den modellierten Werten (dicke Linien) fiir den Beobachtungszeitraum 02.12.1999
00:00 Uhr bis 04.12.1999 24:00 Uhr. Die Positionen der Messstation Siiderhever ist in Abbildung 10.1 eingezeichnet.

4 Die mittlere Periode T,1 eines Spektrums ist durch den Quotienten T,,1 = mo/m1 gegeben. Das n-te Moment
eines kontinuierlichen Spektrums E(f) (Frequenz f = o/2m) entspricht m, = [ f"E(f) df.
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geben. In den tieferen Gebieten der Nordsee ist es daher sinnvoll, das k-Modell durch ein fiir diesen
Bereich geeignetes Wellenmodell, zum Beispiel WAM [Kom94], zu ersetzen. Das k-Modell wiirde
nur noch im kiistennahen Bereich zum Einsatz kommen und speziell auf die dortigen Bedingungen
abgestimmte Sourceterme verwenden ([Sch98], pp 44).

7.3.2 Der Sturm vom 14./15. Dezember 2003

Waihrend der Sturmperiode vom 13. bis 15. Dezember 2003 wurden in der Deutschen Bucht Wind-
geschwindigkeiten von iiber 20 m/s gemessen. Die vom Atmosphirenmodell des DWD simulierte
Maximalgeschwindigkeit des Windfeldes betrug 25 m/s in der Nordsee und etwa 12 m/s bis 16 m/s
an der deutschen Kiiste. In Abbildung [7.15] ist der zeitliche Verlauf der gemessenen und model-
lierten (DWD-Modell) Windgeschwindigkeit an der Station Deutsche Bucht [Abb. 10.1] dargestellt.
Der anfangs nur schwache Wind aus Westsiidwest frischte in dem Zeitraum vom 13. bis zum 14.
Dezember 2003 auf und drehte in Richtung Nordnordwest. Ein Vergleich der gemessenen Windge-
schwindigkeit und Richtung mit den modellierten Werten zeigt eine gute Ubereinstimmung [Abb.
7.15]. Zum Hohepunkt des Sturms am 15. Dezember 2003, 06:00 Uhr wurden Wellenhéhen von etwa
7 m bis 8 m in der dufleren Deutschen Bucht modelliert. Zum Land hin nimmt die Wellenhche ab,
erreicht aber immer noch Werte von iiber 6 m an der Ost-Friesischen Kiiste und 4 m bis 5 m an der
Nordfriesischen Kiiste.

Das hochste Hochwasser bei Cuxhaven am 15.12.2003 morgens liegt etwa 3.0 m iiber NN und etwa
1.5 m iiber dem mittleren Hochwasser. Das entspricht gerade dem derzeit verwendeten Schwellen-
wert, ab dem von einer Sturmflut die Rede ist. Im Vergleich zu den Ergebnissen von Kapitel 7.2
und 7.3.1, fiir sehr schwere Sturmfluten, ist der Einfluss von Seegang auf die Dynamik der mittleren
Stromung eher gering.

Anhand der langen Zeitreihe [Abb. 7.14] sieht man, dass beide Modelle die gemessenen Wasserstéinde
recht gut wiedergeben koénnen, solange die Pegelkurve (schwarz) nicht sehr weit von der astronomisch
bestimmten Tide abweicht. In den ersten vier Tagen der Zeitreihe ist das der Fall. In diesem Zeit-
raum sind die modellierten Wassersténde des gekoppelten Modells (rot) und des Zirkulationsmodells

Cuxhaven Wasserstand in m (NN) Dezember 2003

N W A~ O
N W b~ O

Abbildung 7.14: Vergleich der Pegelkurven (schwarz) mit den modellierten Wasserstinden: BSH-Zirkulationsmodell
(blau), Gekoppeltes Modell fiir Seegang und Stromung (rot) fiir den Zeitraum 10.12.2003 00:00 Uhr bis 17.12.2003
24:00 Uhr in Cuxhaven.
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Abbildung 7.15: Vergleich der gemessenen Zeitserien (diinne Linien) fiir die Windgeschwindigkeit (ockerfarben) und
Windrichtung (blau) mit den Simulationsergebnissen des DWD Lokalmodells (dicke Linien), Windgeschwindigkeit (rot),
Windrichtung (schwarz). Zeitraum: 10.12.2003 00:00 Uhr bis 17.12.2003 24:00 Uhr. Position: Deutsche Bucht.
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Abbildung 7.16: Vergleich der gemessenen Zeitserien (diinne Linien) fiir die signifikante Wellenhéhe (rot) und mittlere
Periode Ty,1 (griin) mit den modellierten Zeitserien des gekoppelten Modells fiir Seegang und Stromung (dicke Linien).
Die gemessene und modellierte Seegangsrichtung ist im oberen Bild schwarz dargestellt. Zeitraum: 10.12.2003 00:00
Uhr bis 17.12.2003 24:00 Uhr. Position: NSB-2
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(blau) nahezu identisch. Nur bei windbedingt erhéhten Wassersténden, wie am 14./15. Dezember
2003, weicht das gekoppelte Modell nach oben hin ab. Uber den gesamten Zeitraum betrachtet, sind
die modellierten Werte beider Modelle verglichen mit den Messwerten (schwarz) zu hoch.

In Abbildung [7.16] werden die gemessenen Werte (diinne Linien) der Seegangsrichtung (schwarz),
Wellenhohe (rot) und mittlerer Periode 7,1 (griin) mit den entsprechenden Werten des gekoppelten
Modells (dicke Linien) verglichen. Die Angaben iiber die Position der Messstation NSB-2 in der
dufleren Deutschen Bucht bezichen sich auf die néchstgelegene Gitterzelle. Die modellierten Zeitse-
rien fiir Wellenhohe und Seegangsperiode kénnen den zeitlichen Verlauf der gemessenen Gréflen gut
reproduzieren, zeigen aber eine deutlich hohere Differenz zu den Messwerten als die meteorologi-
schen Eingangsgrofien [Abb. 7.15]. Wihrend der Sturmperiode vom 12. bis zum 15. Dezember 2003
liegen die Werte der modellierten Wellenhthen etwa 1 m iiber den gemessenen Werten [Abb. 7.16
(oben)] an der Station NSB-2. Dahingegen kann das gekoppelte Modell den zeitlichen Verlauf der
Messkurve nach dem Hohepunkt des Sturms am 15. Dezember 2003 gut reproduzieren. Ein Vergleich
der modellierten und gemessenen Perioden T),; [Abb. 7.16 (unten)] zeigt eine im Verhéltnis zu den
Wellenhshen bessere Ubereinstimmung der Werte. Fiir die leichte Sturmflut von 2003 ist das gekop-
pelte Modell wesentlich besser dazu in der Lage, die gemessenen Perioden T},; zu reproduzieren, als
es das im Falle der schweren Sturmflut von 1999 war. Nur zu Beginn der Messreihe am 12. Dezember
2003 zeigen sich qualitative Unterschiede zwischen den modellierten und gemessenen Werten. In der
zweiten Hélfte dieses Tages wechselt der Wind von Nord nach Siidwest und die Seegangsrichtung
dreht von 360° auf 225°. Die Wellen entwickeln sich nun in Richtung des Siidwest-Windes, und die
dargestellten Modellwerte fiir Wellenhéhe und Periode werden zunéchst kleiner. Der bei NSB-2 re-
gistrierte Seegang wird aber zunéchst noch durch alten Seegang (Diinung) aus Nord dominiert.
Unter den gegebenen Bedingungen einer leichten Sturmflut mit langanhaltend erhchten Windge-
schwindigkeiten ist das gekoppelte Modell fiir eine Prognose der mittleren Seegangsgrofien in der
duferen Deutschen Bucht geeignet. Dahingegen kann es in Kiistennihe nur den qualitativen Verlauf
der Messkurve an der Station Siiderhever [Abb. 7.17] wiedergeben. Dort stimmen die gemessenen
und modellierten Werte fiir die schwere Sturmflut vom 3. Dezember 1999 [Abb. 7.13] besser mitein-
ander {iberein, als dies fiir den Wintersturm des Jahres 2003 [Abb. 7.17] der Fall ist. In Kiistennéhe
wird der Seegang nicht stark genug geddmpft. Dort hingt der simulierte Wert fiir die Wellenhdhe
entscheidend von der Topographie des Modellgebietes ab. An der Kiiste koénnen kleinrdumige Tie-
fenvariationen groflen Einfluss auf die Struktur des Seegangsfeldes haben. Die rdumliche Auflésung
des Modells ist durch die Grofle einer Gitterzelle begrenzt. Deshalb werden Bodenstrukturen mit
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Abbildung 7.17: Vergleich der gemessenen Zeitserien (diinne Linien) fiir die signifikante Wellenhshe (rot) und mittlere
Periode Ty, (griin) mit den modellierten Zeitserien des gekoppelten Modells fiir Seegang und Stréomung (dicke Linien).
Zeitraum: 10.12.2003 00:00 Uhr bis 17.12.2003 24:00 Uhr. Position: Stiderhever
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einer Ausdehnung von wenigen Seemeilen nur anndhernd erfasst. Auflerdem wird eine feste Modell-
topographie verwendet, die der Variabilitéit des Gebietes nicht Rechnung tragen kann. Sandbénke
(Siideroggsand) und Priele #ndern ofter ihre Gestalt und fiithren je nach Windsituation zu unter-
schiedlichen Seegangsfeldern. Deshalb ist es nicht iiberraschend, dass die modellierten Wellenh6hen
und Seegangsperioden sich von den gemessenen Werten unterscheiden. Zum Hoéhepunkt des Sturms
nimmt die Hohe der modellierten Wellen in Richtung Kiiste auf wenigen Kilometern von iiber 5 m
Ostlich von Helgoland auf unter 2 m zwischen den Nordfriesischen Inseln ab. An der Position von
Messstation Stiderhever werden Werte von etwa 5.5 m berechnet. Die gemessene Wellenhdhe ist etwa
1.8 m kleiner und liegt bei 3.7 m.

7.3.3 Zusammenfassung des Hindcast-Kapitels

Mit dem gekoppelten Modell fiir Seegang und Stromung ist nun ein Werkzeug verfiigbar, das glei-
chermaflen fiir die Vorhersage der mittleren (Zirkulations-) Grofien (Wasserstand, Stromung, Tem-
peratur, Salzgehalt, etc.) als auch fiir die Prognose der Seegangsgrofien geeignet ist. Das neue Modell
beinhaltet die wesentlichen physikalischen Prozesse im Ozean. Hindcast-Rechnungen zeigen, dass die
Wechselwirkung von Seegang und grofirdumiger Zirkulation qualitativ richtig wiedergegeben wird.
Fiir eine leichte Sturmflut (Kap. 7.3.2) stimmen die modellierten Gréfien mit den gemessenen Werten
an der Station NSB-2 in der Nordsee iiberein. Dahingegen werden im Falle der schweren Sturmflut
von 1999 (Kap. 7.3.1) zu groBe Wellenhéhen und zu niedrige mittlere Perioden® T,; vorhergesagt.

Bei dem verwendeten Wellenmodell handelt es sich um das k-Modell der GK SS. Dieses speziell fiir
die Vorhersage der Seegangsverhiltnisse in Kiistenndhe optimierte Modell wurde ebenfalls fiir die
Prognose in tieferen Seegebieten verwendet. Unter den dortigen Bedingungen, ausreichende Was-
sertiefen und nahezu unbegrenzter Fetch, entwickelt sich der Seegang auf lingeren Zeitskalen und
ungestort von stindig variierenden Umgebungsvariablen (z.B. Stromung, Tiefe), wie sie fiir eine
Kiistenregion typisch sind. Das k-Modell kann in der Nordsee nur eingeschréankt verwendet werden.
In den kiistenfernen Regionen wird der Beitrag nichtlinearer Wechselwirkung von Seegangsmoden
zur zeitlichen Entwicklung des Spektrums wichtig. Dort muss das k-Modell durch ein Wellenmodell,
das nichtlineare Wechselwirkung beriicksichtigt, zum Beispiel WAM [Kom94], ersetzt werden. Durch
die Randsteuerung des Kiistenmodells mit dem WAM wére eine korrekte spektrale Energieverteilung
im Kiistenteil vorgegeben. Wahrscheinlich lassen sich dadurch die festgestellten Differenzen zwischen
den modellierten und gemessenen Seegangsgrofien verringern. In Hinblick auf ein verbessertes Zirku-
lationsmodell ist primér die korrekte Modellierung der Wellen in den flachen Gebieten nahe der Kiiste
wichtig. Dort ist der Einfluss von Seegang auf die Dynamik der mittleren Stromung am stérksten.
Das auf Vorhersagen in diesem Bereich spezialisierte k-Modell wurde deshalb als Komponente des
gekoppelten Modells fiir Seegang und Stromung ausgewéhlt. Unabhéingig von seinem Einsatzgebiet
wurden fiir die Source-Funktionen Parameter verwendet, die auflerhalb von Kiistengewéssern Giiltig-
keit besitzen. Es wurde nicht der Versuch unternommen, die Parameter zu modifizieren und durch
einen Vergleich der modellierten Groflen mit Messwerten an selektiven Messpunkten zu optimieren.
Dadurch wiirde die Aussagefihigkeit der Simulationsergebnisse auf ein Teilgebiet des Modellrasters
eingegrenzt. Entweder wire das Modell fiir die Vorhersage in den Kiistengebieten geeignet oder kénn-
te die Seegangsverhéltnisse auf offener See wiedergeben. Eine solche Strategie kann nicht erfolgreich
sein. Ein alternativer Weg ist die Verwendung unterschiedlicher Parameter-Séitze fiir die offene See
und die Kiistengebiete, wenn die Moglichkeit, WAM fiir die Nord/Ostsee einzusetzen, nicht gegeben
ist. In [Sch98] werden zwei in Frage kommende Parameter-Sitze fiir das k-Modell von Schneggen-

5Die mittlere Periode Ty, eines Spektrums ist durch den Quotienten Ty,1 = mo/m1 gegeben. Das n-te Moment
eines kontinuierlichen Spektrums E(f) (Frequenz f = o/2m) entspricht m, = [ f"E(f) df.
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burger angegeben. Sie sind in Abschnitt 6.3 (Tabelle 6.2) aufgelistet.

Es bleibt noch anzumerken, dass die hier behandelten Fallbeispiele nicht dazu in der Lage sind,
Auskunft {iber die Frage zu geben, ob das gekoppelte Modell die reale Dynamik des physikalischen
Systems addquat wiedergeben kann. Eine Verifikation des Modells muss auf der Basis vieler Anwen-
dungsfille erfolgen. Die Ergebnisse fiir die Sturmflut von 1999 lassen die Interpretation zu, dass eine
separate Behandlung der kiistennahen Gewasser mit geeigneten Parametern und Randwerten fiir das
Wellenmodell zum Erfolg fithren kann. Die Auswertung der Modellergebnisse hat gezeigt, dass die
Abweichungen der simulierten Wellenh6he und Periode T;,,; von den Messwerten mit der Windge-
schwindigkeit zunimmt und zum Hohepunkt des Sturms ihr Maximum erreicht. Dies legt den Schluss
nahe, dass Sturmereignisse mit vergleichsweise geringen Windstérken (2003) durch das gekoppelte
Modell besser reproduziert werden kénnen als schwere Stiirme (1999) mit groBen Windstérken. Neue-
re Untersuchungen der Windschubspannung in tropischen Wirbelstiirmen [Pow03] haben gezeigt, das
der Cp-Wert bei sehr hohen Windgeschwindigkeiten (v;, > 33 m/s) abnehmen kann. Dagegen wird
der Cp-Koeffizient von Smith & Banke fiir extreme Winde zu grof. Er gilt eigenlich nur fiir Ge-
schwindigkeiten kleiner als v;, = 22 m/s und wurde iiber diesen Bereich hinaus linear extrapoliert.
In den Modellergebnissen macht sich die groflere Windschubspannung nach Smith & Banke als tiber-
grofle Zunahme der Wellenhohe bemerkbar. Der starke Anstieg der modellierten Wellenhche zum
Hohepunkt des Wintersturms ,,Anatol“ kénnte auf diesen Sachverhalt zuriickzufiihren sein.

Ein weiterer Schwachpunkt ist die Feinjustierung des Wind-Antriebs im gekoppelten Modell. Bei-
de Komponenten des Modells besitzen eine separate Formulierung der Energie- bzw. Impulszufuhr
aufgrund von Wind. Das Zirkulationsmodell rechnet mit einem meteorologischen Antrieb, dessen
physikalische Parameter empirisch bestimmt worden sind. Damit ist der Einfluss von Oberfléchen-
wellen auf die mittlere Stromung bereits partiell in der Beschreibung des Wind-Antriebs enthalten.
Die zusitzliche Implementierung eines Seegangsmodells sorgt fiir eine Uberbewertung des mittle-
ren Effektes der Meereswellen auf die mittlere Stromung. Da eine Feinjustierung des gekoppelten
Modells nicht Thema dieser Arbeit sein kann, wurde in den Modell-Rechnungen der urspriingli-
che Windantrieb, Smith & Banke [SB75] im BSHcmod und Wu [Wu82| im k-Modell, verwendet.
Im néchsten Kapitel 8 wird eine Methode beschrieben, den Input von Energie und Impuls in das
Zirkulationsmodell durch den spektral integrierten Input in das Seegangsmodell zu ersetzen.
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Kapitel 8

Seegangsabhingige Parametrisierung
der Windschubspannung

8.1 Einfiihrung in das Problem

Die bisher in dieser Arbeit prasentierten Ergebnisse beruhen auf Simulationen zweier separater Mo-
delle, die nur iiber das Austauschen von Wechselwirkungs-Beitrigen miteinander gekoppelt worden
sind. Im Wellenmodell werden Wasserstand und Stromung situationsabhéngig variiert und im Zirku-
lationsmodell erhélt das Geschwindigkeitsfeld der mittleren Stromung durch den Divergenzterm des
Radiationstress einen zusétzlichen Antrieb. Diese Variante der Kopplung von Modell-Komponenten
soll nun durch eine Version mit vereinheitlichten Windinput-Sourcetermen ersetzt werden [Abb. 8.1].
Bisher hat sich die Modellierung von Seegang und Stromung auf getrennten Wegen entwickelt. In
jedem Teilbereich wurden problemspezifische Parametrisierungen des Windantriebs eingefiihrt. Mit
der gestiegenen Leistungsfihigkeit der Computer ist es nun aber moglich, gekoppelte numerische
Modelle fiir Seegang und Stromung zu betreiben. Die bisher verwendeten empirischen Ansétze der
Windschubspannung enthalten teilweise den Einfluss von Wellen auf die zeitliche Entwicklung der
Stromung. Durch die zusétzliche Kopplung der Stromungs-Komponente mit der Wellen-Komponente
des Gesamtmodells entsteht eine Uberbewertung der Seegangswirkung auf die Dynamik der mittle-
ren Stromung. Eine Modifikation der einzelnen Windinput-Sourceterme ist mit erheblichem Aufwand
verbunden und kann nicht Inhalt dieser Arbeit sein. Stattdessen wird der Versuch unternommen,
einen einheitlichen Windinput-Sourceterm fiir das Gesamtmodell herzuleiten.

Es besteht kein grundsétzlicher Unterschied zwischen der Parametrisierung des Windantriebs im
Seegangs- und Stromungsmodell. In beiden Fillen hingt die Windschubspannung 7 von der Ge-
schwindigkeit v, des Windes in 10 Meter Hohe und dem Koeffizienten Cp ab. Im Gegensatz zu der
bisher im Zirkulationsmodell verwendeten Parametrisierung von 7 (Smith & Banke [SB75]) ist der
neue in Kapitel 8.2 hergeleitete Ansatz seegangsabhiingig. Herkdmmliche wellenabhéngige Ansétze
von Charnock [Kom94] (Kapitel 1.3.5) und Donelan [Don90] verwenden das Seegangsalter ¢/u,, um
die Rauhigkeitslinge zo zu definieren, von der Cp(zp) abhéngt. Die neue Beschreibung des meteoro-
logischen Antriebs im Stromungsmodell verwendet die Parametrisierung des Wellenmodells [Wu82].
Es erfolgt eine Wichtung der Windschubspannung mit dem Seegangsspektrum. Die Parametrisierung
der Windschubspannung im Seegangsmodell bleibt unverédndert.

Die hier vorgeschlagene Sichtweise des Gesamtproblems l&sst sich in folgendes Energiefluss-Schema
[Abb. 8.1] zusammenfassen. Der meteorologische Input von Energie und Impuls erfolgt auf allen
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relevanten rdumlichen und zeitlichen Skalen des Systems. Innerhalb des komplexen physikalischen
Systems laufen Prozesse auf unterschiedlichen Skalen ab, um die erhaltene Energiemenge effektiv zu
dissipieren. Dabei kénnen sich Fliefigleichgewichte herausbilden, die durch eine Balance des In- und
Outputs (Dissipation) gekennzeichnet sind. In dem hier prisentierten Konzept wird der Energiefluss
durch den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik und das Prinzip der maximalen Entropieprodukti-
on [Swe89] gesteuert. Mit der Komplexitit des Systemzustandes Atmosphére/Ozean nimmt die Rate
zu, mit der Energie dissipiert beziehungsweise Entropie produziert wird. Da geordnete Energiefliisse
die Entropie wesentlich schneller erhohen als ungeordnete Fliisse und das Gesamtsystem sich so
einstellt, dass maximale Entropieproduktion gegeben ist, wird ein Nichtgleichgewichts-System! stets
dazu iibergehen, selbstorganisiert Strukturen zu bilden, wenn es die Chance dazu besitzt. In dem hier
behandelten Beispiel charakterisiert das Seegangsspektrum die entstehende Struktur. Das Prinzip
der maximalen Entropieproduktion gilt generell und ist nicht auf spezielle Systemzustéinde wie Flief3-
gleichgewichte eingeschriankt. In welcher Richtung sich das System entwickeln kann, wird vom zweiten
Hauptsatz vorgegeben. Die Entropie des Gesamtsystems Atmosphire/Ozean hat die Tendenz zuzu-
nehmen. Da von allen Wechselwirkungsprozessen und damit verbundenen Zustandsénderungen der
Ubergang in eine Gleichgewichtskonfiguration mit der grofiten Entropiezunahme verbunden ist, wird
das System stets dazu neigen, Gleichgewichte auszubilden. Dabei ist ein genereller Ausgleich zwischen
den beiden Teilsystemen Atmosphére und Ozean auf den von uns betrachteten zeitlichen Skalen nicht
realistisch. Unter stationéiren Randbedingungen (Wind, Tiefe, etc.) werden sich aber Fliefigleichge-
wichte herausbilden, die ausgereiftem Seegang entsprechen. Fiir die Analyse der verschiedenen In-
und Output-Prozesse, die zur Erhohung der Entropie beitragen, spielen Fliegleichgewichts-Zustédnde
mit einer minimalen Entropie-Produktionsrate? nur eine untergeordnete Rolle.

In dem Schema [Abb. 8.1] ist eine Auswahl von Prozessen dargestellt, die im Folgenden auch als
Dissipations-Kanéle oder Kanéle des Schemas bezeichnet werden. Ein Transport von Energie und
Impuls zwischen den einzelnen Kanélen des Schemas findet ebenfalls statt, wenn die dissipierte
Energiemenge des Gesamtsystems dadurch erhoht werden kann. Effektive Prozesse oder eine opti-
male Kombination effektiver Prozesse sind durch eine maximale pro Zeiteinheit dissipierte Energie-
menge gekennzeichnet. Als kleinskaliger Prozess wird ausschliefllich Seegang behandelt. Die mittlere
Stromung, bestehend aus Euler- und Stokesdrift, bildet den zweiten, grofiskaligen Kanal des Sche-
mas. Hinter dem Begriff der Effektivitiat steht das oben behandelte Prinzip der maximalen Entropie-
Produktion. Das Seegangsspektrum stellt in diesem Sinne einen Attraktor dar, der aus dem viel
grofleren Satz aller moglichen Spektren die aktuelle spektrale Verteilung von Seegangsenergie spon-
tan auswéhlt. Dies geschieht nach dem folgenden Gesichtspunkt:

Prinzip der Maximalen Entropie-Produktion [Swe89]: Unter Nichtgleichgewichtsbedingungen wird
Materie spontan von derjenigen Konfiguration angezogen (,,attracted“) welche die Rate der Entropie-
produktion pro Stoffeinheit (Mol) exponentiell erhsht. Dieser Prozess wird durch das maximale
Potential der generalisierten Krifte? und die maximal erreichbare Anzahl von Verkniipfungen* der
Teilkomponenten begrenzt.

'Der Terminus ,,Nichtgleichgewicht“ bezeichnet Systeme fern vom thermodynamischen Gleichgewicht. FlieBgleich-
gewichte sind spezielle Nichtgleichgewichts-Zustande.

?Das thermodynamische Gleichgewicht besitzt maximale Entropie und minimale freie Energie. Fiir FlieBgleichge-
wichte ist dies nur partiell gegeben. Diejenigen Austauschprozesse, die zur Erhohung der Entropie beigetragen haben,
sind nach Erreichen des Gleichgewichts ausgeschaltet. Deshalb besitzt das Fliefgleichgewicht im Vergleich zu allen
anderen Nichtgleichgewichtszustdnden eine minimale Rate der Entropieproduktion. Das ist die Aussage des Prinzips
der minimalen Entropieproduktion von Prigogine ([Pri77] Kap. 3.5).

3Die generalisierten Krifte in der Bilanzgleichung des Seegangs sind die Quellen und Senken der bilanzierten GriBe.

4Die Teilkomponenten des Seegangsspektrums sind lineare Moden der Fourier-Zerlegung. Die maximale Anzahl
von Verkniipfungen wird durch die Ordnung der Stoérungsentwicklung festgelegt. In der Regel wird ein Quadrupol-
Wechselwirkungsterm bei der Modellierung von Seegang verwendet.
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Abbildung 8.1: Energiefluss-Schema des gekoppelten Modells fiir Seegang und Strémung.

Das Seegangsspektrum entwickelt sich zu jedem Zeitpunkt als Resultat eines dynamischen Struk-
turbildungsprozesses. Ziel ist die Erhohung der pro Zeiteinheit durch das Gesamtsystems, von der
Atmosphire zum Wérme-Reservoir transportierten Energiemenge. Dies geschieht durch Dissipati-
on. Man sprich auch von der Umwandlung Freier Energie, die den System-Prozessen zur Verfiigung
steht, in Innere Energie des Wiirme-Reservoires. Die Entropie als MaB des Phasenraumvolumens®
ist eng mit der Dissipation Freier Energie verkniipft. Mit dem kleiner werdenden Anteil Freier
Energie steigt das Volumen des Phasenraumes an und nimmt die Entropie zu. In der Regel kon-
zentriert sich der Dissipationmechanismus auf einige wenige Kanéle. Die Erfahrung zeigt, dass
nur geringfiigig effektivere Komponenten der Dissipationsstruktur {iberproportional viel zur Entro-
pieproduktion beitragen. Deshalb wird bei der Modellierung physikalischer Systeme unter Nicht-
Gleichgewichtsbedingungen oft nur der effektivste Dissipationsmechanismus beriicksichtigt. Fiir das
Gesamtsystem Seegang/Stromung ist die beriicksichtigte Struktur der Dissipations-Kanéle durch den
Input Freier Energie in die Seegangskomponente des Schemas [Abb. 8.1(links)], die Umverteilung von
Energie innerhalb des Systems und den Output Innerer Energie aus der Stromungskomponente des
Schemas [Abb. 8.1(rechts)] gekennzeichnet. Die anderen Kanéle (gestrichelte Pfeile) sind in der Na-
tur auch wirksam, werden aber als weniger effektiv betrachtet und daher vernachlissigt.

In diesem Kapitel wird der Windinput-Sourceterm unter Verwendung der nachstehenden Hypothe-
sen hergeleitet. Seegangsfelder, die auf kurzen rdumlichen und zeitlichen Skalen variieren konnen,
sind besser dazu geeignet, Energie aus den Windfeldern aufzunehmen, als die mittlere Stromung
[Abb. 8.1(a)]. Der Prozess direkten atmosphérischen Inputs von Energie in die mittlere Stromung
ist nur wenig effektiv und wird im Folgenden nicht betrachtet [Abb. 8.1(b)]. Die mittlere Energie-
bilanz des Seegangs Ea = & + Eg4is enthilt neben dem Windinput &;,, noch die dissipierte Ener-
giemenge £4s und die restliche im Seegangsfeld verbleibende Energie £a als weitere Beitrdge. Die
nichtlineare Wechselwirkung der Seegangsmoden fithrt zu einer konservativen Energieumverteilung
im Spektrum und wird bei der Herleitung des Sourceterms nicht beriicksichtigt. In diesem Fall setzt
sich die Netto-Sourcefunktion des Seegangs aus dem Input- und Dissipationsterm zusammen. Ein
geschlossenes Gleichungssystem fiir die Energiebilanz des Gesamtsystems kann nur unter Kenntnis
des Verhiiltnis von dissipierter Energiemenge zur kanaliibergreifend transportierten Energiemenge

®Die Entropie S = kg In I' entspricht dem natiirlichen Logarithmus des Phasenraumvolumens I'.



92 KAPITEL 8. SEEGANGSABH. PARAMETRISIERUNG DER WINDSCHUBSPANNUNG

abgeleitet werden. In diesem Kapitel wird von der Hypothese ausgegangen, dass es keine direkte
Dissipation von Seegangsenergie in das Wérmereservoire gibt [Abb. 8.1(d)]. Die gesamte pro Zeit-
einheit durch den kleinskaligen Seegangskanal des Schemas geleitete Energie steht dem Eulerschen
Stromungsfeld als kinetische Energie zur Verfiigung. Mit der Umwandlung von Seegangsenergie in
Bewegungsenergie der Eulerschen Stromung steht ein Input von Impuls in die Stréomungskomponente
des Schemas in Verbindung [Abb. 8.1(c)]. Der restliche im Seegangsfeld verbleibende mittlere Impuls
entspricht der Stokesdrift. Die groBskalige Stromung setzt sich aus der Stokesdrift (~ £a) und der
Eulerschen Stromung (~ £y;5) zusammen. In Kurzform zusammengetragen sind die Voraussetzungen
fiir die Herleitung des Windinput-Sourceterms:

(1.)  Der mittlere Impuls des Seegangs entspricht der Stokesdrift

(2.)  Seegangsenergie wird in Bewegungsenergie der Eulerschen Stromung
umgewandelt. Die pro Zeiteinheit an die Eulersche Stromung abgege-
bene Energiemenge entspricht der dissipierten Seegangsenergie des ka-
nonischen Modells.

(3.) Die Summe der Sourceterme des Seegangsmodells enthélt keinen Bei-
trag der nichtlinearen Wechselwirkung von Seegangsmoden. Nur atmo-
sphérischer Input von Energie und Dissipation werden berticksichtigt.

Sin - Stot - Sdis

Wie sieht nun das Energiefluss-Schema des numerischen Modells aus? Das Stromungsmodell als Teil-
komponente des gekoppelten Modells berechnet zu jedem Zeitpunkt die mittlere Geschwindigkeit
der Stromung, bestehend aus Euler- und Stokesdrift. Daneben existiert noch ein spektrales Modell
fiir Seegang. Der meteorologische Input von Energie generiert Seegang. Im grofiskaligen Modell der
mittleren Stromung entspricht der vorhandene Seegang einem Anteil des Stromungsfeldes, der Sto-
kesdrift. Deshalb ist mit dem Input von Windenergie (beziechungsweise Impuls) in den Seegang ein
entsprechender Input in die mittlere Stromung verbunden. Auf den zeitlichen Skalen des Zirkula-
tionsmodells betrachtet, ist Seegang ein Input-Mechanismus fiir Energie und Impuls der mittleren
Stromung. Ein seegangsabhiéingiger Windinput-Sourceterm fiir das groskalige Stromungsmodell wird
im niichsten Abschnitt (8.2) hergeleitet. Er basiert auf den Uberlegungen des vorigen Absatzes und
dem Flussschema [Abb. 8.1].

8.2 Der Impuls-Quellterm in der Bilanzgleichung der mittleren
Stromung.

In Kapitel 3 wurde die Dynamik von Stérungen untersucht die der Losung des nicht-kanonischen
Lie-Poisson-Systems (3.2) (mit g = p.) aufgepriigt waren. Nach Voraussetzung ist die Gleichge-
wichtslosung p. nur langsam verédnderlich in der Zeit. Die zeitliche Entwicklung der Stérung wird
durch die adiabatische Invarianz der Grole Wellenwirkung kontrolliert. Als Phasenraumintegral ist
sie nach Liouville’s Theorem eine Erhaltungsgrofie. Zeittransformationen kénnen nur die Form aber
nicht das Volumen einer Phasenraumzelle d&ndern. Solche Systeme wurden bisher ausschliefilich be-
handelt. In diesem Kapitel wird der Spezialfall auf Systeme verallgemeinert deren Phasenraumvo-
lumen sich so schnell &ndern kann das I keine adiabatische Invariante mehr ist, aber immer noch
gewihrleistet bleibt das Zj Qrj = Qo1 = O(e). Fiir diesen Fall ist es moglich folgende appro-
ximative Erhaltungsgleichung fiir die Groe Wellenwirkung I, = E(k)/o herzuleiten (& = Vi ,
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k=-VxQ).
dly 9L, 9

dT_a—T+8Xi

8252 (Vle Ik) = Qtot,] = O(E) (81)
Alternativ zum Hamiltonfunktional H kann die Wellenwirkung I, dazu benutzt werden die Invari-
anten der Bewegung zu bestimmen (Noether-Theorem). Translationsinvarianz von I in Richtung k
gebietet zum Beispiel Erhaltung des Wellenimpulses d(kI)/dt = 0.

Da der Wellenimpuls =: M mit der Stokesdrift p,v.(Z) = (pwdv(Z)) identifiziert werden kann
wird der seegangsinduzierte Anteil der mittleren Stromung (Stokesdrift) durch den Netto-Sourceterm
Q1ot,1 in der Wirkungsbilanzgleichung (8.1) entweder beschleunigt oder gebremst, je nach Vorzeichen
von Qyet,1- Die totale Zeitableitung des Wellenimpuls M (8.6) ist iiber die Energie-Impulsbeziehung
(8.2) mit der totalen Zeitableitung der Seegangsenergie verbunden und entspricht dem Integral (8.6)
des Netto-Sourceterm Qyor,7. Der Wellenimpuls M*™ ist gleich

E(k E(k) 2k cosh 2kh(1
Mw — /Epw (—?C) dk — /Epw (—) COS. 6( + C)
ok o sinh 2kh,
k k

(Vi,Q Iy,) —

dk £ puv,4(C) . (8.2)

In Gleichung (8.2) entspricht die Wirkungsvariable I, der phasengemittelten spektralen Energie-
dichte E(k,Z) geteilt durch die intrinsische Frequenz oy. Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus
der Beziehung (8.5) E(k,0) = 2k E(k)/tanh(2kh), fiir dessen Herleitung Gleichung (8.3) und (8.4)

benotigt werden. Die Gleichung (8.3) beschreibt die Skalierung der Seegangsenergie E(k, () mit der
Vertikal-Koordinate ¢. In dieser Gleichung kennzeichnet £ das Amplitudenquadrat o™ (a(V))*.

02 & cosh 2kh cosh 2khe(1 4+ ) Bk, 0) cosh 2kh.(1+ ¢)

E(k,¢) = (|6Wo2 +|6MWw[?) =
(k. <) <| "+ | w|> 5 sinh? kh.  cosh 2kh, K cosh 2lih.

(8.3)
Bei der Herleitung von (8.3) wurde der Ansatz linearer Wellen fiir die Komponenten des Geschwin-
digkeitsvektors 6(Mv(Z) und 6Mw (Gleichung (4.54) und (4.55)) eingefiihrt. Nach Integration iiber
Vertikal-Koordinate ( = z/h,, vom Boden s((1) = —h bis zur Oberfliche s((2) = 0, erhilt man das
folgende Resultat

5(C2) C2=0

~ ~ B ~ cosh 2khe(1+¢) .. = tanh 2kh,

B = [ Bwz)yd:= [ Beo et a B0 s
5(¢1) G=-1

Fiir eine kontinuierliche Verteilung der Energie E(E, ¢) im Spektralraum ist die spektrale Energiedich-
te E(k, () durch die Ableitung E(k, () = dE(k,()/dk gegeben. Dann ist E(k, () eine kontinuierlich
iiber den Spektralraum verteilte Energiedichte. Sie skaliert sich mit der Tiefe wie die Energie einer
Seegangsmode. Aus Gleichung (8.3) und (8.4) folgt die Beziehung (8.5) fiir die totale Seegangsenergie.

/dﬁ(ﬁ, ¢) :/M dk = /dﬁ(k) 2k cosh 2kh.(1 + C) ”

dk dk tanh 2kh, cosh 2kh.
k k
B 2k cosh 2khe(1 + Q)
/ E(k,C) dk — / B(l) == (8.5)
k k

Letztendlich erhélt man fiir die totale Zeitableitung der Stokesdrift an der (-Oberfliche nach Einset-
zen der Eneriebilanzgleichung des Seegangs dE(k,()/dT = Qor,r in Gleichung (8.2) den folgenden
Ausdruck.

dv,, 1 dM® / d [ E(k,C) / Quor.12(k) cosh 2khe(1 + ¢)
= = [ kpp— [ —=22) dk = | 2kk : dk .
Poar = ar Poar o ™ cosh 2kh. (8.6)
k
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Geméif der Energie-Impuls Beziehung (8.2) dndert sich der Betrag von Stokes- und Eulerdrift mit der
Vertikal-Koordinate ¢ wie die Energie des Seegangs. Gleichung (8.8) folgt aus der im Abschnitt 8.1
diskutierten Hypothese (2.). Die gesamte dissipierte Seegangsenergie steht der Eulerschen Stromung
als kinetische Energie zur Verfiigung. Deshalb ist die totale Zeitableitung der Eulerschen Stromung
proportional zur Dissipations-Sourcefunktion @4 in der Energiebilanz des Seegangs. Unter dieser
Voraussetzung ist die totale Zeitableitung der mittleren Stromungsgeschwindigkeit (v) = v, + vy
gleich der Summe von (8.7) und (8.8).

dvgg . Qtat,E(k’) cosh Qkhe(l + C)
& ar- /Qkﬁpw ok sinh 2kh, dk (8.7)
k
dv, Quis, (k) cosh 2khe(1 4+ ()
g = - / 2k, = e (8.9)
k

Die nichtlineare Wechselwirkung von Seegangsmoden wird bei der Berechnung des Windinputs ver-
nachléssigt (Hypothese (3.)). Diese Voraussetzung ist sicherlich nur in erster Néherung gegeben. Dann
kann aber Qi = Qor — Quais gesetzt werden und der Impuls-Quellterm fiir die mittlere Stromung (v)
ist gleich

dlw) 9 ' sinh 2khe(1 + ¢) _ Omi¢
Pw dr 84.{//)10&@171,](]{) sinh 2kh, dk} - ¢ : (8'9)
k

Wenn Hypothese (3.) nicht gegeben ist und der Netto-Sourceterm Qor auer Q;y, + Qq;s noch den
nichtlinearen Beitrag Q),,; der Wechselwirkung von Seegangsmoden enthélt, dann muss der Term Q;,,
in Gleichung (8.9) durch Q;, + Q. ersetzt werden. Das dndert allerdings nichts daran, dass der
gesamte, spektral integrierte Windinput des Seegangs als meteorologischen Antrieb der Stromung
in das Gesamtsystem eingeht. Der Unterschied zu dem durch Gleichung (8.9) beschriebenen System
besteht in der Modifikation des Beitrags einzelner Moden zum Windantrieb der Stromung durch den
konservativen Energiaustausch @Q,,;.

Die rechte Seite von Gleichung (8.9) ist in Fluss-Form, als Divergenz des Tensors 7;¢ in den geschweif-
ten Klammern, umgeschrieben worden. Auflerdem wurde der Sourceterm Q;y, g der Energiebilanz des
Seegangs durch den entsprechenden Sourceterm der Wirkungsbilanz (8.1) Qin,1 = Qin,r/0% ersetzt.
Oft identifiziert man die Wellenenergie E mit dem Amplitudenquadrat £ = a(l)(a(l))*. Dann muss
Qin,1 in Gleichung (8.9) durch g¢ QZLL?}’Z ersetzt werden. Anhand der Einheiten ldsst sich leicht nach-

priifen, dass g Q%"fl in (8.10) eine Wirkungsrate pro Flichenelement ist.

d{v) 0 mod 1+ Sinh 2khe(1 4 C)
Po=ar ~ ag{ / pw 9 b QT (k) — 20 T (8.10)
k

Im néchsten Abschnitt werden die Ergebnisse von Modellldufen analysiert, die Formulierung (8.10)
des meteorologischen Antriebs der grofiskaligen Stromung verwenden.
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8.3 Simulationsergebnisse

In diesem Kapitel werden Simulationsergebnisse eines vollstdndig gekoppelten Modells fiir See-
gang und Stromung présentiert. Beide Modell-Komponenten wechselwirken auf unterschiedliche Art
und Weise miteinander. Wie in Kapitel 7 erfolgt die Refraktion und Propagation der Wellen auf-
grund variabler Stromungs- und Tiefenfelder, die stdndig aktualisiert werden. Auch der Beitrag des
Radiationstress-Tensors in den Bilanzgleichungen der mittleren Stromung wurde bereits in Kapitel 7
beriicksichtigt. Neu ist die seegangsabhéngige Formulierung der Winschubspannung (8.9) im Zirkula-
tionsmodell. Die Parametrisierung des Windinputs im Wellenmodell bleibt unveréindert. Auch der in
beiden Modellen verwendete Mechanismus fiir die Dissipation von Seegangsenergie und Stromungs-
impuls ist nicht gedndert worden. Energiedissipation im Seegangsmodell interessiert uns nur in Hin-
blick auf eine korrekte Modellierung des Wellenspektrums. Der Input dissipierter Seegangsenergie in
die Energiebilanz der Eulerschen Strémung wird nicht betrachtet. Das gekoppelte Modell behandelt
ausschliefllich mittlere Stromungsgréfien. Daher beschrénkt sich die Modifikation des Modells auf die
Verwendung der seegangsabhingigen Parametrisierung der Windschubspannung 7;* = 0¢7;¢ (8.10).
Wie bei der bisherigen Variante der Windschubspannung TiS&B wird sie als Randwert an der Ober-
fliiche in das Stromungsmodell eingegeben.

03.12.1999 18:00 p 03.12.1999 18:00

7 8 9 7 8 9

i s s O D D |

T T T T T T T T T T

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6000 05 10 15 20 25 3.0 35 40 45 50 55 6.0
Wasserstand in m Wasserstand in m

Abbildung 8.2: Réumliche Verteilung des Wasserstandes in der Deutschen Bucht zum Zeitpunkt 18.00 Uhr am
03.12.1999. Links: Ergebnis des vollstéindig gekoppelten Modells unter Verwendung des Windschubspannungsansatz
%8 (Smith & Banke). Rechts: Simulationsergebnis des gekoppelten Modells mit dem Ansatz 7;°/f; aus Kap. 8.2.
Der skalare Faktor f- ist gleich 2.8 (Fufnote 7).
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Als Anwendungsbeispiel fiir einen Vergleich der Simulationsergebnisse wird die in Kapitel 7.3.1 be-
handelte Sturmflut vom 2. bis 4. Dezembers 1999 herangezogen. Die zeitliche Entwicklung des Sturm-
tiefs ,, Anatol“und seine Auswirkungen auf die Dynamik der modellierten Wasserstéinde, Stromungs-
geschwindigkeiten und Wellenhchen wurde bereits in Kapitel 7.3.1 besprochen. Nun erfolgt eine
Gegeniiberstellung der Ergebnisse zweier Modellldufe mit unterschiedlichen Parametrisierungen der
Windschubspannung. Der Parameter Wasserstand wird als Indikator fiir den Einfluss des neuen
Input-Mechanismus auf die Modellergebnisse verwendet. In Abbildung [8.2] ist die rdumliche Ver-
teilung des Wasserstandes zum Zeitpunkt 18:00 Uhr am 03.12.1999 dargestellt. Die Ergebnisse ei-
ner windabhéngigen Parametrisierung der Windschubspannung TiS&B (links) werden den Resultaten
einer seegangsabhingigen Formulierung 7" (rechts) gegeniibergestellt. In der &ufleren Deutschen
Bucht gibt es kaum Unterschiede zwischen den beiden Modellldufen. Mit abnehmender Distanz zu
den flachen Kiistengebieten werden die Differenzen aber gréfier. Im Wesentlichen beschrinken sie
sich auf eine Wasserstandserhhung in der Elbmiindung und eine Reduzierung des Wasserstandes
bei Sylt. Die Strukturen der dargestellten Wasserstandsverteilungen [Abb. 8.2] sind aber im Wesent-
lichen gleich. Ursache dafiir ist die prinzipielle Ahnlichkeit der rdumlichen Verteilung von mittlerer
Wind- und Seegangsenergie. Auflerdem ist die mittlere Propagationsrichtung der Wellen oft durch
die Windsee vorgegeben und entspricht in den iiberwiegenden Féllen der Windrichtung. Eine vollige
Ubereinstimmung der Modellergebnisse ist aber nicht zu erwarten. Neben den atmosphérischen Ein-
fliissen bestimmen noch Umgebungsvariablen, wie die Topographie des Gebietes und die Struktur
des Stromungsfeldes, den Seegang. Auflerdem bendtigen die Wellen eine bestimmte Windlauflinge
(Fetch) um representativ fiir das vorhandene Windfeld zu sein. Der Einfluss des Fetch fiihrt in Ab-
bildung [8.4] zu einer Verringerung des dargestellten Verhiltnis, |7 zu |77%?|, an der englischen
und norwegischen Kiiste.

Der Einfluss der Topographie wird bei einem Vergleich der beiden Abbildungen [8.3] deutlich. Sie
zeigen eine Gegeniiberstellung der Pegelkurven von Cuxhaven (links) und Husum (rechts) mit den
modellierten Zeitserien des Wasserstandes an diesen Orten. Im nordfriesischen Wattenmeer (Husum)
ist zum Zeitpunkt des maximalen Hochwassers 03.12.1999 um 18:00 Uhr [Abb. 8.2] die Differenz zwi-
schen den vier Kurven wesentlich grofier als bei Cuxhaven. Der Einfluss des Seegangs fiihrt zu sicht-
baren Unterschieden im Wasserstand. Wahrend des Sturms zeigt ein Vergleich der Ergebnisse des
gekoppelten Modells (rot, griin) hohere Werte der Simulation mit dem Windschubspannungs-Ansatz
von Smith & Banke (rot). Zum Zeitpunkt des maximalen Hochwassers ist der modellierte Wert bei
Cuxhaven etwa 40 cm grofer als der simulierte Wasserstand mit dem seegangsabhéngigen Ansatz
7 (griin). Wie im Einstieg 8.1 zu diesem Kapitel besprochen worden ist, folgt aus der Verwendung

; _Cuxhaven _ Wasserstandin m (NN) Dezember 1999 Husum Wasserstand in m (NN) Dezember 1999 ;
6— — = —6
5— — = —5
41— - = —4
3— — = —3
2— — - —2
1 ﬂ = /:1
0P wd = XW Ny NFA—0
A — —-1
g: la: T8 l12: [16: [e0: g: la: T8: [12: [16: Je0: 2: la: T8 [12: T16: [20: g: la: T8 [12: [16: [e0: g: la: T8 [12: J16: [20: 2: la: T8 [12: T16: [20:

Abbildung 8.3: Vergleich der Pegelkurven (schwarz) mit den modellierten Wasserstinden: BSH-Zirkulationsmodell
(blau: 77%5), Gekoppeltes Modell fiir Seegang und Strémung (rot: 7%, griin: 7°) fiir den Zeitraum 02.12.1999 00:00
Uhr bis 04.12.1999 24:00 Uhr in Cuxhaven (links) und Husum (rechts). Die rote und blaue Kurve ist das Ergebnis
einer Rechnung mit dem Ansatz 77" %Z (Smith & Banke). Die griine Kurve ist das Ergebnis einer Rechnung mit 7/ f,
(Kap. 8.2). Der Faktor f; ist gleich 2.8 (FuBinote 7).



8.3. SIMULATIONSERGEBNISSE 97

des empirischen Ansatzes® in einem gekoppelten Modell die Uberbewertung des Welleneinfluss
auf die Dynamik der mittleren Stromung. Dahingegen fiihrt eine seegangsabhéingige Formulierung
der Windschubspannung (griin) zu einem niedrigeren maximalen Wasserstand an beiden Orten. Wie
aus Abbildung [8.3] ersichtlich ist tritt das maximale Hochwasser auch etwas friiher ein. Die zeitliche
Verschiebung konnte folgende Ursache haben. Aufgrund des Wind- und Brandungsstau nimmt der
Wasserstand in der Deutschen Bucht zu. Damit ist ein Anwachsen der Wellenhéhe verbunden, was
auf verringerte Dissipation spektral verteilter Seegangsenergie zuriickzufiihren ist. Dadurch nimmt
der Betrag der seegangsabhingigen Windschubspannung 7;¥ zu, was eine zusétzliche Wasserstand-
serhohung zur Folge hat. Auf diese Weise verstéirkt sich der Prozess solange kein Gleichgewicht
zwischen wind- und seegangsinduzierter Beschleunigung der Wassermasse und riicktreibender Kraft
der aufgestauten Wassermenge erreicht ist. Warum aber ist der maximale Wasserstand mit dem wel-
lenabhéngigen Ansatz 7 kleiner als der entsprechende Wert mit dem Ansatz TiS&B . Die Formulie-
rung der Windschubspannung nach Smith & Banke hingt quadratisch von der Windgeschwindigkeit

TZS&B

03.12.1999 16:00
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Seegang-/Windstress

Abbildung 8.4: Riumliche Verteilung des normierten Verhéltnisses der Windschubspannung 72%8 nach Smith &
Banke [SB75] und der seegangsabhingigen Windschubspannung aus Kapitel 8.2 7% = 97;c/9(. Dargestellt ist der
Quotient |7|/|77%P| geteilt durch den Faktor 2.8 (FuBnote 7). Zeitpunkt 18.00 Uhr am 03.12.1999. Die schwarzen
(77%P) und weiBen Pfeile (73) zeigen in Richtung der Windschubspannung.

5Die bisher verwendeten empirischen Ansitze der Windschubspannung enthalten teilweise den Einfluss von Wellen
auf die zeitliche Entwicklung der Strémung.
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v1p ab. Dahingegen ist der Windinput-Sourceterm des k-Modells, vom Einfluss der Boigkeit einmal
abgesehen, proportional zu v1g. Wihrend des Sturms steigt die Windgeschwindigkeit auf mehr als
40 m/s in der Deutschen Bucht an. Im Vergleich mit der seegangsabhéngigen Formulierung 7* kann
dies zu hoheren Werten der Schubspannung TiS&B fiihren. Dahingegen stimmen die beiden Kurven
des gekoppelten Modells (rot, griin) nahezu iiberein, wenn die Geschwindigkeit des Windfeldes einen
Grenzwert nicht iiberschreitet. Von der zweiten Tageshilfte des 3. Dezembers einmal abgesehen ist
das praktisch immer der Fall.

Die hier vorgestellte Interpretation der Modellphysik erklédrt die Simulationsergebnisse. Es wurden
aber nur Rechnungen fiir eine einzige Wetterlage ausgewertet. Andere Szenarien sind nicht betrach-
tet worden. Bevor der neue Windschubspannungs-Ansatz in einem gekoppelten Modell fiir Seegang
und Stromung implementiert werden kann, miissen noch detaillierte Fallstudien durchgefiihrt wer-
den. Das kann aber nicht Inhalt dieser Arbeit sein. Stattdessen wird untersucht, wo ein Wechsel
der Parametrisierung von 7 zu signifikanten Unterschieden in den Modellergebnissen fiihrt. In Ab-
bildung [8.4] ist das Verhiltnis der Windschubspannung 7°¢? nach Smith & Banke [SB75] zu der,
in Abschnitt 8.2 hergeleiteten Formulierung der Windschubspannung 7/ = 0,7, (8.9) dargestellt.
An jedem Raumpunkt wird der Betrag von 7;” durch den Betrag von TiS&B geteilt. Aufgrund des
hohen C'p-Wertes im Windinput-Sourceterm des k-Modells muss der Betragswert von 7 durch den
Faktor” f, = 2.8 geteilt werden. Die schwarzen (7°¢?) und weifien Pfeile () in Abbildung [8.4] zei-
gen in Richtung der Windschubspannung. Sie sind nahezu deckungsgleich. Nur in Kiistennéhe kann
es zu leichten Richtungsidnderungen kommen. Dort unterscheiden sich die dargestellten Betrége von
7 zum Teil erheblich. Vor allem im Windschatten der englischen und norwegischen Kiiste ist ei-
ne deutliche Differenz des Betragsverhéltnis von maximal —0.3 erkennbar. In Propagationsrichtung
der Wellen kénnen die Betrdge von 7, an der Kiiste auch grofler als die Betrdge des herkommli-
chen Windschubspannungs-Ansatzes TiS&B sein. An der Niederléindischen Kiiste und im Kattegat
zeigt Abbildung [8.4] erhohte Werte des Betragsverhéltnisses von bis zu +0.3. In den iibrigen Be-
reichen der Nordsee, des Skagerrak und Kattegatt ist das dargestellte Verhéltnis nahezu 1.0. Davon
ausgeschlossen sind Bereiche im Inneren des Tiefdruckwirbels 6stlich von Jiitland und dem Gebiet
maximaler Windgeschwindigkeit in [Abb. 7.9]. Dieser Bereich umschliefit das Zentrum des Tiefs und
zieht sich in einem schmalen Streifen von der Siidkiiste Norwegens iiber die Fischerbank bis nach
Sylt. Dort ist die Windgeschwindigkeit und damit auch |7°%®| hoch. Vermutlich konnte sich der
Seegang noch nicht an die gegebene Windsituation anpassen. Deshalb ist der Betrag von |7"/ f;|
kleiner als der entsprechende Wert von TZS&B nach Smith & Banke.

Zusammenfassen ldsst sich sagen, dass die Beschaffenheit des Wellenfeldes dazu geeignet ist den at-
mosphérischen Input von Energie und Impuls in das Stromungsmodell zu beschreiben. Besonders fiir
ein gekoppeltes Modell mit verschalteten Seegangs- und Stromungskomponenten ist dies zutreffend.
In den Kapiteln 7.2 und 7.3 wurde angemerkt das die Verwendung empirischer Ansétze Tz-S&B in
einem gekoppelten Modell zu unverhéltnisméfig hohen Wasserstinden fithren kann. Der neue, in
diesem Kapitel vorgestellte Ansatz 7;° scheint diesen Fehler zu verringern. Bis jetzt sind aber noch

7 In [Sch97] erklirt Schneggenburger, dass die spektrale Balance des k-Modells an dem analytisch losbaren Fall
eines rdumlich homogenen Systems mit einem konstanten Windfeld und einem eindimensionalen Spektrum geeicht
worden ist. Aus einem Vergleich fpy = fp der ermittelten Peakfrequenz fp = 0.22 g/28v. mit der Peakfrequenz des
Pierson-Moskowitz Spektrums fpay = 0.13 g/vig ergibt sich das folgende Verhiiltnis der Reibungsgeschwindigkeit v,
zur Windgeschwindigkeit vig in 10 m Hohe v2 = 0.0036 vfo. Der Wert des C'p-Koeffizient 0.0036 ist verglichen mit den
iiblichen Werten um etwa den Faktor 3 zu Hoch. Das Zirkulationsmodell verwendet ebenfalls eine, von vio abhéngige
Parametrisierung der Windschubspannung [SB75]. Fiir einen moderaten Wind von v19 = 8.6 m/s ist der verwendete
Cp-Wert (0.63 4 0.066 v10/(m/s))-1073 um etwa den Faktor f, = 3 kleiner als der entsprechende Wert des k-Modells.
Der Betrag von f, variiert in Abhéngigkeit von den lokalen Gegebenheiten wie Wassertiefe und Stromungsgeschwin-
digkeit, da das Seegangsfeld von diesen Umgebungsvariablen abhéngt. Der Faktor fr wurde so bestimmt, dass am
Basispunkt z, in der Mitte der Nordsee das Verhiltnis der beiden Betrige |7 (z;,)| und |7°%Z(z,)| gleich Eins ist.
Der Wert von fr = 2.8 ist nahezu konstant und auch unabhéngig von der Windgeschwindigkeit. Wie der Anteil der
Windsee am Seegang hingt fr von der Windrichtung ab.
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nicht geniigend Modellstudien durchgefiihrt worden, um diesbeziiglich wirklich zu klaren Aussagen
zu kommen. Dariiber hinaus besteht Klarungsbedarf in der Frage ob die Cp-Parametrisierung des
k-Modells an die Gegebenheiten in einem gekoppelten Modell fiir Seegang und Stromung angepasst
werden muss. Bis jetzt wurde eine Ad hoc Justierung der Windschubspannung durchgefiihrt und ein
skalarer Faktor f; = 2.8 eingefiihrt (Funote 7). Eine Reskalierung des Input-Sourceterm wiirde eine
Neubewertung sdmtlicher Sourceterme des k-Modells zur Folge haben. Das kann nicht Gegenstand
dieser Arbeit sein.
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Kapitel 9

Zusammenfassung

Wenn Wind iiber Wasser streift, wird aufgrund der mechanischen Wechselwirkung mit der Mee-
resoberflache kinetische Energie und Impuls in den Wasserkorper induziert. Im Skalenbereich der
modellierten Hydrodynamik macht sich dies als messbare Stromung (v), Wasserstandserhéhung
(h) und Seegang (dh,0v) bemerkbar. Ohne die Viskositéit des Mediums und die damit verbundene
Energie-Dissipation innerhalb der Wassersiule zu berticksichtigen, kann die Eulersche Strémung
instabil gegeniiber infinitesimal kleinen Stérungen sein. Wenn der Dichtegradient iiber eine Sprungs-
chicht! hinweg grof genug wird, wachsen die Stérungen (Wellen) dann unbegrenzt an [Ab86]. Im
allgemeineren Fall dissipativer Systeme ist die maximale Amplitude der generierten Wellen begrenzt.
Durch Dissipation wird Energie des Subsystems Seegang an die Eulersche Stromung abgegeben. Des
weiteren tragen residuale Seegangseffekte zur mittleren Stromung bei. Die Dynamik der verschie-
denskaligen Prozesse Seegang und Stromung kann nicht unabhéngig voneinander betrachtet werden.
Aufgrund ihrer nichtlinearen Wechselwirkung kommt es zu einer strémungsbedingten Anderung des
Seegangsimpulses (Refraktion) und zu einem zusétzlichen Massenfluss im Meer.

Nach dem Theorem der maximalen Entropie-Produktion stellt sich das Gesamtsystem Atmo-
sphére/Ozean zu jedem Zeitpunkt so ein, dass die Rate, mit der Input-Energie dissipiert wird,
maximal ist (Prinziep der maximalen Entropie-Produktion). Da der Ubergang in einen Gleichge-
wichtszustand mit der grofiten Entropiezunahme verbunden ist, entwickelt sich der Ozean unter dem
Einfluss metereologisch stabiler Verhiltnisse zu einem stationdren Zustand hin. Sowohl die rdumli-
che und spektrale Energieverteilung des Seegangs als auch die mittlere Stromung werden stationér.
Wenn die metereologischen Verhiltnisse sich &ndern (z.B. auffrischender Wind oder Winddrehung),
stellen sich die dynamischen Prozesse entsprechend ihrer typischen Skalen auf die neue Situation ein.
Das Gesamtsystem versucht einen neuen stationdren Zustand zu erreichen. Im gekoppelten Modell
fiir Seegang und Stromung reagiert das System zunéchst auf den Skalen der Wellen. Die zusétzliche
Energie wird so schnell wie moéglich durch das System transportiert, um auf allen Skalen effektiv
dissipiert zu werden. In einer skalenzerlegten Betrachtung der physikalischen Prozesse fiihrt dies zu
dem Bild vom Seegang als Steuerprozess der mittleren Strémung?. Der Netto-Energietransport vom
Seegang zur Stromung fithrt zu einem zusétzlichen eulerschen Massenfluss. Dariiber hinaus treibt
der phasengemittelte Seegang die mittlere Stromung an. Der spektral integrierten Wellenenergie
kann aufgrund der Energie-Impuls-Beziehung die Stokesdrift zugeordnet werden. Auf diese Weise
beeinflusst die Seegangsdynamik die zeitliche Entwicklung der Eulerschen Stromung als Summe
aus Euler- und Stokesdrift. Es existiert aber noch ein weiterer Wechselwirkungsmechanismus, der

!Der Ubergang Wasser-Luft wird als Sprungschicht gewertet.
*Die mittlere Stromung (v) setzt sich aus der Eulerschen Strémung v, und der Stokesdrift v, zusammen.
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unabhéngig von dem Energieinput aus der Atmosphire ist. Aufgrund der nicht-verschwindenden
Divergenz des Radiationstress-Tensors S fiihrt ein inhomogenes Wellenfeld zu einer Beschleunigung
der mittleren Stréomung. Wenn sich die spektrale Energieverteilung & (k) aufgrund von Refraktion
und Propagation der Wellen sowie atmosphérischem Input und Dissipation von Seegangsenergie
dndert, werden Tensor-Komponenten S ~ (k) generiert, die als Schub- oder Scherspannungen die
mittlere Stromungsdynamik beeinflussen. Die drei Mechanismen, atmosphérischer Antrieb der Eu-
lerschen Stromung, die Stokesdrift und die Divergenz des Radiationstress, bewirken eine Kopplung
der mittleren Stromungsdynamik an die Seegangsverhéltnisse. Da aber auch die Seegangsdynamik
vom Stromungszustand abhéngt bilden die beiden verschiedenskaligen Prozesse ein interaktiv ge-
koppeltes System.

In dieser Arbeit ist der Einfluss von Wellen auf die Dynamik des Meeres theoretisch auf der Ba-
sis nicht-kanonischer Hamiltonscher Theorie untersucht worden. Die Energie-Casimir Methode der
nichtlinearen Stabilitdtstheorie wurde auf die hamiltonsche Struktur der stérungsentwickelten hydro-
dynamischen Gleichungen angewendet, um Bilanzgleichungen fiir Seegang und Strémung herzuleiten.
Das Ergebnis ist ein System linearisierter Gleichungen, deren Struktur vom urspriinglichen hamil-
tonschen System entscheidend abhéngt. Sie beschreiben die zeitliche Entwicklung des Wellenfeldes
und lassen sich zu einer adiabatischen Erhaltungsgleichung fiir die Grofle Wellenwirkung umfor-
mulieren. Gleichzeitig folgt aus der systematischen Entwicklung der nicht-kanonischen Gleichungen
bis zur zweiten Ordnung des Storungsparameters® e ein Satz hydrodynamischer Gleichungen fiir
das seegangsbeeinflusste System. Die Wirkung der Wellen auf die Dynamik der mittleren Strémung
wird als zusétzliche Schub- oder Scherspannung beriicksichtigt. In den Gebieten, wo sich die Wellen
brechen oder anderweitig Seegangsenergie dem Spektrum entzogen wird, fithrt der Welleneinfluss
zu einem erhohtem Wasserstand (wave setup) und einer zusétzlichen Stromungskomponente (Bran-
dungsstrom).

Obwohl der theoretische Teil dieser Arbeit sich vornehmlich mit grundsétzlichen Problemen der
Hydrodynamik beschéftigt, besitzt gerade dieser Abschnitt grofles Potential fiir die Anwendung im
Modellbetrieb. Aufgrund der geforderten nichtlinearen Stabilitdt des Gleichgewichtszustandes wu,
sind die charakteristischen Groflen der storungsentwickelten Gleichungen, Wellenwirkung [ und
Radiationstress S, nicht mehr nur reine Funktionen der Seegangsvariablen, sondern ebenfalls von
dem ungestérten_Zustand ue der Eulerschen Stromung abhéngig. Bisher war unklar, wie die Struk-
tur des eulerschen Stromungsfeldes Propagation und Refraktion des Seegangs beeinflusst und sich
letztendlich auf die Dynamik der seegangsinduzierten Stromung auswirkt. Unter der Voraussetzung
eines homogenen Stromungsfeldes ist die Refraktion der Wellen als Dopplerverschiebung der intrin-
sischen Frequenz in der Dispersionsrelation des Seegangs beriicksichtigt worden. Der vom eulerschen
Stromungsfeld abhéngige Beitrag zu den Tensorkomponenten des Radiationstress wurde bisher igno-
riert. In dieser Arbeit ist erstmals der Zusammenhang zwischen raumlich variablen Stromungsfeldern
ue und den Seegangsgrofien Iy, S in den Bilanzgleichungen der mittleren Strémung und des Seegangs
dargestellt worden. Dabei wurde die stabile und auf den zeitlichen Skalen des Seegangs stationiire
Eulersche Stromung durch Casimirfunktionen spezifiziert. Eine einfache, eulersche Scherstrémung
mit einem Geschwindigkeitsvektor in Z-Richtung®, dessen Profil ausschlieflich von der Koordina-
te in g-Richtung abhéngt v, = v.(7)Z, diente als Anwendungsbeispiel. Wenn die Kriimmung 851)5
des Geschwindigkeitsprofils ein positives Vorzeichen besitzt, dann erhoht sich der Wert der Wir-
kungsvariablen und der Betrag des Radiationstress-Tensors am Orte (Z,7). Dahingegen fiihrt eine
negative Krimmung a??ve < 0 zu einer Verringerung der Werte. Ein nahezu homogenes Stromungsfeld

85116 ~ 0 besitzt einen maximalen Beitrag des Casimirfunktionals zu I und S. Solche Konfiguratio-

3Die Ausgangsgleichungen werden nach dem Skalar € € R entwickelt, indem der Stérungsansatz u = ue + edu (mit
Su=3 "1 (™) in die Gleichungen einfiihrt wird und die entstehenden Terme nach den Potenzen von e geordnet
werden. Die reelle Zahl € < 1 begrenzt den Einfluss der Stérung auf die Dynamik der mittleren Stromung.

“Das Orthonormalensystem des Seegangs entspricht Y5 = 1{Z, 7, 2} und der Ortsvektor Z = (Z,7, 2) (Kapitel 2.1).
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nen sind instabil und fiihren ohne Berticksichtigung von Dissipationsprozessen zu einem unbegrenzten
Anwachsen der Seegangsenergie. Auf der anderen Seite verleihen Stromungsprofile (v.(g) # konst.)
dem Wasser eine gewisse ,,Steifigkeit®, die das Gesamtsystem Seegang & Stromung stabilisiert.

Die hier vorgestellte Methode kann auf einige dreidimensionale Systeme® erweitert werden. Da-
durch wird es nun moglich, vertikale Stromungsprofile v,(z) bei der Modellierung von Seegang und
Stromung zu beriicksichtigen. In der Regel beschréinkt man sich darauf, die Wellenausbreitung in
einer horizontalen Ebene zu betrachten, die einen gleichbleibenden Abstand zur Wasseroberfliche
hin aufweist. Auf solche Systeme ist die Methode direkt iibertragbar. Fine dreidimensionale Be-
schreibung, ohne Beschrinkung der Bewegungsmoglichkeiten, verfiigt im Allgemeinen nicht iiber
geniigend Casimirfunktionen, um den eulerschen Strémungszustand eindeutig festzulegen. In diesen
Fallen kann die Methode nicht angewendet werden.

In Kapitel 3.2 wurde eine Wirkungsbilanzgleichung hergeleitet, die den Einfluss variabler Stromungs-
felder auf die Seegangsgrofien beriicksichtigt. Mir ist nicht bekannt, dass dieser Beitrag zu [ jemals
in den bestehenden Wellenmodellen betrachtet worden ist. Das scheint auch nicht unbedingt not-
wendig zu sein, da ein realistischer I-Anteil nur fiir sehr langwelligen Seegang gegeben ist. Fiir den
Wellenzahlbereich des k-Modells und realistischen Strémungsprofilen ist der v, -abhéingige Beitrag
zur Wellenwirkung sehr grof3. Daher muss festgestellt werden, dass die Eulersche Stromung unter
den gegebenen Bedingungen durch das Ausbilden eines realistischen Profiles nicht stabilisiert werden
kann. Nur durch Dissipation von Seegangsenergie kann ein unbegrenztes Anwachsen der Wellenhthe
verhindert werden. Das ist eine der wesentlichen Aussagen der Stérungsrechnung. Aufgrund dieser
Tatsache kann der stromungsabhéngige Beitrag zu [, in den Modellanwendungen vernachlassigt wer-
den. Die Stromungsrefraktion des Seegangs wird ausschliefflich in der Dispersionsrelation der Wellen
behandelt. Eine entsprechende Gleichung fiir den nicht-kanonischen Fall, die aus dem Imaginérteil
von Gleichung (3.36) folgt [VS98], ist in dieser Arbeit nicht hergeleitet worden. Stattdessen wurde
der {ibliche Ansatz verwendet, wonach die Propagationsgeschwindigkeit der Wellen gleich der Summe
aus Gruppengeschwindigkeit ¢, und Stromungsgeschwindigkeit® (v) ist.

Neben der Analyse von Wechselwirkungsprozessen zwischen den Meereswellen und der Strémung lag
der zweite Schwerpunkt meiner Arbeit in der Anwendung des gekoppelten numerischen Modells fiir
Seegang und Stromung auf ausgesuchte Sturmflut-Szenarien. Es wurden zwei sehr schwere Sturm-
fluten behandelt, deren Wetterlagen unter der Bezeichnung ,Hamburg-Orkan“ (16./17. Februar
1962) und ,,Anatol“(03./04. Dezember 1999) bekannt geworden sind. Der Einfluss des Seegangs auf
die Dynamik der mittleren Strémung ist vor allem in unmittelbarer Néhe der Kiiste deutlich. Dies
gilt in besonderem Mafe fiir schwere Sturmfluten mit langanhaltend starkem Wind und hohen Was-
serstdnden. In den flachen Kiistengebieten treten wellenbedingt erhohte Wasserstiande von 10—60 cm
und seegangsinduzierte Stromungen von bis zu 0.8 m/s auf. Im Vergleich mit einem Wellenmodell,
das mit konstanten Tiefen rechnet, wird eine wasserstandsbedingte Zunahme der Wellenhche von
bis zu 3 m in den flachen Seegebieten verzeichnet.

Die Simulation der Sturmflut von 1962 liefert Ergebnisse, die mit den Beobachtungen der Feuerschiffs-
besatzungen und den gemessenen Pegelkurven verglichen werden konnen. Da zu diesem Zeitpunkt
auf den Schiffen noch keine Messverfahren fiir die Wellenhohe zur Verfiigung standen, wurden
die Vergleichswerte abgeschétzt. Eine Gegeniiberstellung der Simulationsergebnisse mit den Beob-
achtungswerten zeigt, dass die modellierten Wellenhthen generell hoher als die Schitzwerte sind,
die Seegangsrichtung aber mit guter Genauigkeit bestimmt werden konnte. Fiir einen Vergleich
des gekoppelten Modells mit objektiveren Messverfahren wurde die Sturmflut von 1999 ausgewihlt.
Dariiber hinaus ist ein Sturmereignis des Jahres 2003 fiir einen ldngerfristigen Vergleich der gemesse-
nen und modellierten Werte nachgerechnet worden. Fiir beide Zeitraume stehen gemessene Zeitreihen

°In dieser Arbeit haben wir uns auf zweidimensionale Systeme beschrinkt, in denen immer geniigend Casimirfunk-
tionen vorhanden sind, um die koadjungierten Orbits eindeutig festzulegen. Im allgemeineren Fall dreidimensionaler
Systeme muss dies nicht gegeben sein [Arn65b], [Dik65b].

5 Anstelle der Eulerschen Stréomung wird die berechnete, mittlere Strémung in die Dispersionsrelation eingesetzt.
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der Wellenhéhe, Wind- bzw. Seegangsrichtung und der mittleren Periode T,,; zur Verfiigung. Die
Hindcast-Rechnungen zeigen, dass die Wechselwirkung von Seegang und grofirdumiger Zirkulation
qualitativ richtig wiedergegeben wird. Fiir eine leichte Sturmflut (2003, Kap. 7.3.2) stimmen die
modellierten Groflen mit den gemessenen Werten an der Station NSB-2 in der Nordsee iiberein.
Dahingegen werden im Falle der schweren Sturmflut von 1999 (Kap. 7.3.1) zu grofie Wellenhohen
und zu niedrige mittlere Perioden” Tj,; vorhergesagt. Die Auswertung der Modellergebnisse hat
gezeigt, dass die Abweichungen der simulierten Wellenhohe und Periode T,,; von den Messwerten
mit der Windgeschwindigkeit zunimmt und zum Hohepunkt des Sturms ihr Maximum erreicht. Dies
legt den Schluss nahe, dass Sturmereignisse mit vergleichsweise geringen Windstérken (2003) durch
das gekoppelte Modell besser reproduziert werden konnen als schwere Stiirme (1999) mit grofien
Windstérken. Fiir die Abweichung der Simulationsgebnisse von den Messwerten kénnen die Figen-
schaften des Seegangsmodells verantwortlich sein.

Bei dem verwendeten Wellenmodell handelt es sich um das k-Modell der GKSS. Dieses speziell fiir
die Vorhersage der Seegangsverhéltnisse in Kiistennéhe optimierte Modell wurde ebenfalls fiir die
Prognose in tieferen Seegebieten verwendet. Wie in [Sch98] gezeigt worden ist kann das k-Modell
durch Eichung der Source-Funktionen in der gesamte Nordsee eingesetzt werden. Der verwendete
Parametersatz fiir die offene See ist in Tabelle (Tab. 6.2) dargestellt. Die Source-Funktionen sind
dann allerdings nicht mehr optimal fiir die Modellierung des Seegangs in den Kiistengebieten einge-
stellt. Ein Ausweg wire die Unterteilung des gesamten Modellgebietes in einen Nordsee- und einen
Kiistenteil wie im Zirkulationsmodell. Dessen Kiistengebiet reicht jedoch zu weit in die Nordsee
hinein, um nur von einem einzigen Parametersatz abgedeckt zu werden. Eine parameterabhingige
Untergliederung des Kiistengebietes ist nicht geschehen. Es gelten aber noch andere Einschrinkungen
fiir die Seegangsdynamik im Kiistengebiet, die fiir die tieferen Regionen der Nordsee nicht gegeben
sind. Unter den dortigen Bedingungen, ausreichende Wassertiefen und groflem Fetch, entwickelt sich
der Seegang auf lingeren Zeitskalen und ungestort von stidndig variierenden Umgebungsvariablen
(z.B. Stromung, Tiefe), wie sie fiir eine Kiistenregion typisch sind. Daher kann das k-Modell in
der Nordsee nur eingeschrinkt verwendet werden. In den kiistenfernen Regionen wird der Beitrag
nichtlinearer Wechselwirkung von Seegangsmoden zur zeitlichen Entwicklung des Spektrums wichtig.
Dort sollte das k-Modell durch ein Wellenmodell, das nichtlineare Wechselwirkung beriicksichtigt,
zum Beispiel WAM [Kom94], ersetzt werden. Durch die Randsteuerung mit dem WAM wére die
korrekte spektrale Energieverteilung fiir das k-Modell im Kiistengebiet vorgegeben.

Die Implementierung zweier Seegangsmodelle oder die Verwendung unterschiedlicher Source-Funk-
tionen fiir die Teilgebiete ist in dieser Arbeit nicht versucht worden. Der Aufwand wére zu grof,
zumal die Teilgebiete nicht mit den Modellgittern des Zirkulationsmodells iibereinstimmen. Eine
optimale Anpassung der Modelle und eine geeignete Untergliederung des Simulationsgebietes in
Teilraster steht noch aus.

In der vorliegenden Arbeit ist der Wind-Antrieb des gekoppelten Modell genauer untersucht wor-
den. Die beiden separaten Modell-Komponenten besitzen eine unterschiedliche Parametrisierung
der Energie- bzw. Impulszufuhr aufgrund von Wind. Das Zirkulationsmodell rechnet mit einem
meteorologischen Antrieb, dessen physikalische Parameter empirisch bestimmt worden sind. Damit
ist der Einfluss von Oberflichenwellen auf die mittlere Strémung bereits partiell in der Beschrei-
bung des Wind-Antriebs enthalten. Die zusétzliche Implementierung eines Seegangsmodells sorgt
fiir eine Uberbewertung des mittleren Effektes der Meereswellen auf die mittlere Strémung. Da eine
Feinjustierung des gekoppelten Modells nicht Thema dieser Arbeit sein kann, wurde in den Modell-
Rechnungen der urspriingliche Windantrieb verwendet. Die Parametrisierung der Schubspannung
erfolgt im BSHcmod nach Smith & Banke [SB75] und im k-Modell nach Wu [Wu82].

In Kapitel 8 wurde der Versuch unternommen, einen einheitlichen, fiir beide Modell-Komponenten

"Die mittlere Periode Ty,1 eines Spektrums ist durch den Quotienten Ty,1 = mo/m1 gegeben. Das n-te Moment
eines kontinuierlichen Energiespektrums E(f) (Frequenz f = o /2m) entspricht m, = [ f*E(f) df.
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giiltigen Inputmechanismus zu formulieren. Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass die Beschaf-
fenheit des Wellenfeldes dazu geeignet ist, den atmosphérischen Input von Energie und Impuls in
das Stromungsmodell zu beschreiben. Die Auswertung der Modellergebnisse (Kap. 7.2 und 7.3)
hat gezeigt, dass die Verwendung empirischer Ansiitze 7°%F in einem gekoppelten Modell zu un-
verhéltnisméaflig hohen Wasserstédnden fithren kann. Der neue, in Kapitel 8 vorgestellte Ansatz 7%
scheint diesen Fehler zu verringern. Bis jetzt sind aber noch nicht geniigend Modellstudien durch-
gefiihrt worden, um diesbeziiglich wirklich zu klaren Aussagen zu kommen. Dariiber hinaus besteht
Kliarungsbedarf in der Frage, ob die Cp-Parametrisierung des k-Modells an die Gegebenheiten in ei-
nem gekoppelten Modell fiir Seegang und Stromung angepasst werden muss. Bis jetzt wurde nur eine
Ad hoc-Justierung der seegangsabhingigen Windschubspannung im Stromungsmodell durchgefiihrt
(FuBinote 7, Kapitel 8). Eine Reskalierung der Input-Sourcefunktion wiirde eine Neubalancierung der
Source-Funktionen des k-Modells zur Folge haben.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass mit dem gekoppelten Modell fiir Seegang und Stromung
nun ein Werkzeug verfiigbar ist, das gleichermafien fiir die Vorhersage der mittleren (Zirkulations-)
Groflen (Wasserstand, Stromung, Temperatur, Salzgehalt, etc.) als auch fiir die Prognose der See-
gangsgrofen geeignet ist. Das neue Modell beinhaltet die wesentlichen physikalischen Prozesse im
Ozean. Wie die numerischen Ergebnisse zeigen, wird die Dynamik des Meeres durch das gekoppelte
Modell qualitativ richtig wiedergegeben. Fiir eine quantitative Ubereinstimmung der Simulationser-
gebnisse mit den Messdaten miissen noch notwendige Modellanpassungen vorgenommen werden.

Danksagung

Die Untersuchungen fiir die vorliegende Arbeit wurden am Bundesamt fiir Seeschifffahrt und Hydro-
graphie (BSH) durchgefiihrt. Mein besonderer Dank gilt Dr. Sylvin H. Miiller-Navara und Stephan
Dick, die viel zu der vorliegenden Arbeit beigetragen haben. Aufgrund ihrer Bemiihungen wurde
meine Promotion erst moéglich. Meinen Kollegen Dr. Eckhard Kleine und Dieter Schrader mochte ich
fiir die vielen, hilfreichen Diskussionen, Bemerkungen und Ratschldge danken. Sie waren unermiidlich
darin, frithere Versionen meiner Arbeit ihrem kritischen Urteil zu unterziehen. Ohne ihre Hilfe wire
es mir wesentlich schwerer gefallen meine Doktorarbeit zu vollenden.

Mein uneingeschriankter Dank gilt Prof. Dr. Jiirgen Stindermann vom Institut fiir Meereskunde der
Universitdt Hamburg und Dr. Wolfgang Rosenthal vom GKSS-Forschungszentrum fiir die Betreueung
der Arbeit. Ich danke ihnen fiir die Ausdauer und Geduld, die sie fiir mich aufgebracht haben und
auch dafiir, dass sie sich auf ein solches Thema iiberhaupt eingelassen haben.

Mein besonderer Dank gilt meinen Eltern Helge und Jiirgen Murawski, ohne deren bestdndigen
Beistand ich nie so weit gekommen wire. Hatten sie mir nicht durch ihre Zuversicht den Riicken
gestarkt, wire mein Lebensweg sicherlich anders verlaufen. Ich danke auch meiner Tante Monika
Murawski, die den Kampf gegen meine fehlerhaften Interpretationen der deutschen Sprache nie
aufgegeben hat. Ohne ihre redaktionellen Grofitaten wiirde die vorliegende Arbeit sicherlich um
einiges unleserlicher sein.



106 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG



Kapitel 10

Anhénge

107



108 KAPITEL 10. ANHANGE

10.1 Anhang AO: Die Positionsdaten der Messstationen

|
T T T T T

20 25 30 35 40 45 50 55 60
Wassertiefe in m

Abbildung 10.1: Position der Messstationen in der Deutschen Bucht. Die Positionsdaten und Wassertiefen sind in
Tabelle 10.1 aufgelistet. Dargestellt ist die Modell-Topographie der Deutschen Bucht.

Station Position Tiefe an der Modelltiefe
Messstation (mittlere Wassertiefe)
NSB-2 55.000° N, 6.333° E etwa 42 m NN 43.9m
Borkumrif 53.733° N, 6.392° E etwa 23 m NN 22.7m
Deutsche Bucht 54.167° N, 7.450° E etwa 33m NN 37.3m
P12 54.000° N, 7.858° E etwa 35 m NN 34.9m
Siiderhever 54.296° N, 8.389° E etwa 11.5m NN 11.6 m
Hoernum-Becken 54.808° N, 8.431° E — 0.8m
Norderpiep 54.125° N, 8.653° E — 44 m
Cuxhaven 53.868° N, 8.720° E — —
Husum 54.473° N, 9.027° E o —

Tabelle 10.1: Positionsdaten (2. Spalte) der dargestellten Messstationen aus Abbildung [10.1], gemessene mitt-
lere Wassertiefe an der Messposition (3. Spalte) und verwendete Modelltiefe des 1 x 1 nm-Rasters (4. Spalte).
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10.2 Anhang A1l: Orbits auf einem 1-Tori: Casimirfunktionen

In diesem Kapitel betrachten wir die von der Lie-Gruppe G generierten, coadjungierten Orbits O
auf einem 1-torus und wollen alle Casimirfunktionen der Lie Algebra g (10.2) ausgehend von ihren
Eigenschaften bestimmen. Die coadjungierten Orbits einer Lie-Gruppe G sind symplektische Mannig-
faltigkeiten. Eigentlich sind sie sogar die symplektischen Blétter (leaves) der Lie-Poisson Klammer,
woraus folgt, dass fiir die Funktionale C, H : g — R eine Poisson Klammer auf den coadjun-
gierten Orbits definiert werden kann {C, H}3 = {Co, Ho}*. Die Trajektorien des Hamiltonischen
Vektorfeldes Xy (v) = adjy s, (v) (v € O, H € F(g")), welche in p € O starten, verbleiben dann fiir
alle Zeiten auf O, da Xy stets tangent zu O ist. Gleiches gilt fiir die Trajektorien des Vektorfeldes
Xco(v) = adi(v) mit 7 = 6C/du € g, wenn {C, H}5 = 0. Funktionale C' € F(g*) fiir die zu jeder
Zeit und fiir alle 1 € g* gegeben ist, dass 6C'/éu € g,,, sind daher Casimirfunktionen. Es ist mdglich,
alle Funktionen C' dadurch zu ermitteln, dass die zu einem Orbit O und Startpunkt p gehorende
Lie-Algebra g, bestimmt wird. Eine Lie-Algebra wird oft auch als Raum der infinitesimalen Grup-
penelemente bezeichnet. Deshalb definieren wir im ersten Schritt die Lie-Gruppe G als semidirektes
Produkt der Lie-Gruppe V,, mit der komplexen Ebene C? (V,, x C?) und berechnen die coadjungierte
Wirkung Ad;,l(@ eines Gruppenelements g auf £ € g*. Die coadjungierte Wirkung Ad;,l(f) ist
die zum Gruppenhomomorphismus Adg-1(u) (u € g) der Matrix Lie-Gruppe G' gehérende duale
Wirkung. Dann ist adj,(§) = %|t:0Ad2$p(ut) (&) die dazu gehorende Lie-Algebra Abbildung, wobei
exp(pt) € G ist. Aufgrund des Zusammenhanges zwischen der Kommutator-Klammer und der Lie-
Algebra Wirkung und der Tatsache, dass Casimirfunktionen C' mit jeder anderen auf O definierten
Funktion kommutieren ({C’,H}(i9 = 0), ist gegeben, dass adip = [p,{] = 0. Dadurch ist g, und
damit auch die Funktionen C' ausgehend von der Definition der Lie-Gruppe G bestimmt.

(et 0 _(r Ve r 9
Vg—<0 e“’t>’ z—(s), G—[( 0 1 teR,r,seC (10.1)

Hier ist die Frequenz o eine reelle Funktion, deren Abhéngigkeit von der Wellenzahl k vom Ort x
vorerst nicht beriicksichtigt wird. Die periodische Bewegung im Phasenraum wird durch die Wirkung
der Lie-Gruppe V, in G beschrieben.

Die Lie-Algebra g von G ist gleich dem Satz von Matritzen p, fiir die gilt, dass e*! ein Element von
G ist, fiir alle reellen Zahlen t. Die Lie Klammer ist dann die iibliche Kommutator Klammer. Mit
a,b,z,y € C und o,u € R ergeben sich fiir die Elemente der Lie-Algebra g und der dazu dualen
Algebra g*

iwc 0 =z w0 0
n=\0 ic y|e€g, E=10 iu 0] eg”. (10.2)
0 0 0 a b 0

Zwischen p € g und dem Element ¢ der dazu dualen Lie-Algebra g* existiert die folgende nicht
degenerierte, bilineare Abbildung

(1,€) = Re(trace(u,€)) (10.3)

Wir beschrénken uns dabei auf Matrix Lie-Gruppen und fiithren die Abbildung (-, -) ein, welche fiir
die zur speziellen linearen Gruppe gehorende Lie-Algebra gl(3,C) durch (10.3) gegeben ist.

Der Radialvektor des Torus a = (a, b) besitzt die komplexen Komponenten a = p+iq und b = w+iv.
Dabei wird der Torus vereinfacht als Oberfliche eines Zylinders angesehen, dessen Basis durch die
komplexe Ebene gebildet wird. Wir betrachten verschiedene Schnittebenen parallel zur eingefiihrten
Basisfliiche und fithren einen Vektor @ ein, der entlang des Torus weist. Es ist daher gegeben, dass
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dieser auf allen Flichen senkrecht steht. Der Radialvektor rotiert in der jeweiligen Schnittebene ge-
neriert durch die Bewegung entlang der @-Achse.

Nun wird die adjungierte Wirkung des Gruppenelements g~ * auf das Lie-Algebra Element u be-
trachtet und die abkiirzende Schreibweise ¢! = (V,,7)~! = (V7 1, —¢(V,1)r) eingefiihrt. Dabei
kennzeichnet ¢ eine Darstellung von G auf dem Vektorraum V (r € V) und ist damit ein glatter
Gruppenhomomorphismus. Die adjungierte Wirkung von ¢~ auf p = (e +i0,z) € g ist durch das
semidirekte Produkt ((a,b) - (o, 3) = (acv, ¢(a)B + b))

1

Adgip = (V' =o(V, ) - (e +io,z) - (Vo 1) (10.4)
(V' + Vo, oV, Nz = Vo ') - (V) (105)
= (e+Adya(io), ¢(Vy '+ Vg lio)r +¢(Vy Dz — o(Vy H)r) (10.6)

gegeben, wobei noch zu beachten ist, dass der erste und der letzte Term auf der rechten Seite des
Kommas gegeneinander gekiirzt werden koénnen. Damit ist die koadjungierte Wirkung des Gruppen-
elementes ¢! (g = ) durch die bilineare Abbildung (10.3) gegeben < Ad;,lé, p>=<§ Adg-p >.
Die Lie-Algebra-Wirkung adZ(u) kann dann wie folgt berechnet werden;

d d 1 0 0
adi(p) = — (Ad*_, (& =— 0 ia 0 10.7
00 = G (A1) =g | 0, a0 (107)
t=0

Dabei ist @ = u+ 3Im(ae~"" + be~"!) und deshalb d;ii|;—o = —3Im(ax + by). Die Bedingung, dass
adg(p) = 0 ist (u € gu, € € gu*), bedeutet folgendes: Es existiert zumindest ein Paar a,b # 0 mit
o = 0 und 0ya|—o = 0. Nach Einsetzen in die Ausgangsgleichung 6C/ou € g,, folgt daraus, dass

50 i0,C 0 9,0 00 z
5. 0 i0,C oC|le||l0 0 y ‘Im(aa:—i—by):() =g, - (10.8)
H 0 0 0 000

Dabei wurden die partiellen Ableitungen 9,C' € R und 9,C,0,C € C der Casimirfunktionen C'
nach den Variablen a,b und u eingefiihrt. Ein Vergleich (10.8 links, rechts) zeigt, dass 9,C' = 0 und
Im(ad,C+b0,C) = 0 ist. Um daraus nun reelle Gleichungen fiir die Funktionen C' zu bilden, wird die
Zerlegung C = P 4 iQ mit P, € R eingefithrt. Wir suchen nach holomorphen Casimirfunktionen,
fiir die gegeben ist, dass 0,C = 0, P + i0,Q, wobei a = p + iq. Mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen 0,P = 9,Q und 9,P = —0,Q lésst sich dies zu einer Gleichung umformen,
die nur noch vom Realteil von C abhéngt (0,C = 9,P —i0,P). Gleiches gilt fiir 0,C = 0,,P+10,,Q =
OwP — 10, P mit p = w + iv und 90, P = 9,Q sowie 0,P = —0,,Q. Nach Einsetzen dieser Ergebnisse
in (10.8) erhélt man folgende partielle Differentialgleichung fiir P = Re(C):

0 = Imfad,C+bC] (10.9)
= Im[(p+iq)(0pP — i04P) + (w + 1v)(0y P — i0, P)] (10.10)
= qOpP — p0yP + v0,, P — wo, P . (10.11)

Gleichung (10.11) kann fiir die beiden Radialanteile, abhéngig von |a| und |b|, separat gelost werden.
Dann lauten die Gleichungen fiir die beiden Charakteristiken 9, (p, ¢) = 0, beziehungsweise 9y,(w, v) =
0, wobei die Funktionen ¢, und ¥, Losungen der partiellen Differentialgleichungen (10.12a,b) sind.

09, 09, oy O

—p— =0 und

0q 9% _ Y _ 10.12
q@p p@q wav vé)w 0 (10.12)

Auf diese Weise erhélt man als Losungsschar 9, = 1 (¢?+p?)+const. und 9, = 3 (w?+v?)+const.. Aus
der Bedingung v, = ¥, = 0 folgt nun, dass sowohl h, = %(q2 +p?) als auch hy = %(w2 +v?) konstant
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sein miissen. Jedes Casimirfunktional hiangt von h, und von hy ab, C = f(hg, hp). Im speziellen Fall
f(ha,hs) = hyg ist der Realteil von C durch P = 1(p? + ¢*) gegeben und die partiellen Ableitungen
von C entsprechen 0,C = 0,P — i0,P = p — iq und 9,C = 0. Dann besitzt (a0,C + b9,C') keine
imaginéren Anteile mehr und die negative Lie-Poisson Klammer {F, C'} _ verschwindet fiir beliebige,
auf dem Orbit O definierte, reellwertige Funktionen F. Mit £ € g* und 9,C = 0 ist

oF o6C
(RO} () = - <£, [E E] > (10.13)
—  Im[a(uF8,C — 0,COLF) + b(0u F,C — 0,COF)] =0 .

Aus Gleichung (10.13) lisst sich ablesen, dass C; = $(p?+¢?%) und Cy = 3(w?+v?) Casimirfunktionen
sind. Wenn nun die iiblichen Bezeichnungen einfiihrt werden, indem p; mit dem Wellenimpuls der
k-ten Mode und g mit der lokalen Auslenkung der Meeresoberfliche identifiziert werden, dann erhélt
man, nach beachten der korrekten Dimension der GréBen g = oxq;, (Intrinsische Frequenz oy), das
folgende Endergebnis: Das Hamiltonfunktional Hy = %(pi + 0%q?) des ungestérten Seegangs ist ein
Casimirfunktional, dass auf dem Orbit O definiert ist.

10.3 Anhang A2: Die Invarianz der Grofle Wellenwirkung

Die in Gleichung (3.39) (Kapitel (3.2)) definierte Gréle Wellenwirkung I ist nur im Falle des Ver-
schwindens der zweiten Zeile von Gleichung (3.36) eine Erhaltungsgrofle. Nach Einsetzen der Defi-
nition von I'm® und Ausnutzen der Eigenschaften von ad* und h¢ lassen sich die entsprechenden
Terme wie folgt zusammenfassen (10.14):

<5(1)u , iV <ia Vihe @5(1)11) + Im(l)d(l)u> (10.14)
= (3Wu, iV [Viho ad (hodWu) ] + ImMs0u)

- <(5(1)u , fLC [z ;d/(v- kaLC(S(l)u)*ue - zfi\a(l}g)é(l)u>*ue}> +

+ <5(1)u . he [z V- v,ﬁ& (BC(S(I)u)*ue +1 nga (710(5(1)10 *Vue} >

+ <5(1)u . he sad <ﬁ05(1)u)*ue>
Aufgrund der Schiefsymmetrie der Jacobi-Lie Klammer verschwindet der dritte Summand von Im)
nach partieller Integration'.
Unter Verwendung der Beziehungen (3.7) und (3.8) ldsst sich nachweisen, dass die einzelnen Sum-

manden von Gleichung (10.14) gegeneinander gekiirzt werden konnen. Aus der Reihenentwicklung
von 0He /ou

1 (6He  SHe ! 1 - -1 e
- (W T ) = hedu + eh du = “hedu+ {hoéu + h(c>5u] +eheMou (10.15)
und ad(H)*ou (LHS Gleichung (10.16): ad(8B)*0u = ad(H)*u — ad(8B)*u.)
éad(EE)*éu _ é (S0 (68" + ad ()" 5u) + [dad(8)"u + 0ad ()" u] (10.16)

+ [ﬁ(aa)*au +2 55&(93)*5@ +e (6%d (M) u + 2 Sad(E)"ou)

Ladp (l~105(1)u)*5(1)u = [6Wy [F, flcé(”u] d’z=—[F {6(1)% Bcé(l)u} d’z =0
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erhélt man nach Anwenden der Differeniationsregeln (3.27)

ﬁgl)5u = —heu=-V [ilc&u} — iV - Vihoou (10.17)
fad () v = —ad(@)*u und - dad (B) cdu = % ad (B)" =6u (10.18)
und Aufsummieren der beiden Gleichungen (10.18)
Jad (B)* v, = %_d( )* 6u — ad (B)" u,
- 7% ad (B)" ou — V [a{d (@) u}
—i V- Viad (B)* ue — i Viad (B)* Vi, (10.19)

zwei Relationen (10.17), (10.19), die eingesetzt in die Ausgangsgleichung (10.14) bewirken, dass die in
der zweiten Zeile von Gleichung (3.36) zusammengefassten Terme gleich Null gesetzt werden kénnen.
Dabei werden nur O(e)-Terme betrachtet (nach Multiplikation von (10.15) und (10.16) mit €) und
die nach dem Integralsatz von Gauf} entstehenden Obeflichenintegrale vernachlassigt.

10.4 Anhang A3: Die Gleichung der Ordnung O(&?)

Die phasengemittelten Bilanzgleichungen des gestorten Systems enthalten einen residualen Anteil
des Seegangs. In den O(g?)-Gleichungen der Stérungsentwicklung (10.26) besitzt dieser Beitrag die
Bedeutung einer generalisierten Kraft?. Sie treibt die mittlere Stromung (u) bestehend aus Euler-
Stromung u. und generalisierter Stokesdrift ugg an. In den vertikal integrierten Gleichungen (10.21)
ist diese Kraft zur negativen Divergenz des Radiationstress-Tensors S;; dquivalent.

Die Gleichung (10.21) enthélt alle reellwertigen Beitriige der Stérungsentwicklung (10.26) zweiter
Ordnung. Da der Operator h. sich aus zweifachen Ableitungen der Wellenfunktion zusammensetzt,
sind A, h. recllwertige Operatoren und alle ad(EB) -Terme in (10.26) imaginér. Diese Terme werden
in Gleichung (10.21) nicht beriicksichtigt. Nach dem Zusammenfassen der O(£")-Bilanzgleichung fiir
die Gleichgewichtslosung du, /0T = —ad (0Hc /due)” ue und der O(e?)-Stérungsgleichung erhilt man
ein System von Differentialgleichungen fiir die Stromung v = ue + 6@ . Da uns nur die mittleren
Transportprozesse interessieren, miissen die horizontal, iiber das Gebiet D € R?, und vertikal, iiber
die Dicke der Schicht s(¢1) < z < s((2), integrierten Gleichungen noch phasengemittelt werden. Die
generalisierte Stokesdrift entspricht usg = <5(2)u>. Bei der Herleitung von Gleichung (10.20) sind
die Storungsterme ungerader Ordnung in € nicht beriicksichtigt worden, da ungerade Potenzen der
Winkelfunktionen sin()) und cos(¢) nach Integration von ¥ = 0 bis ¥ = 27 verschwinden.

5(42)
V/ / ue + Usd dz d(Q)IL‘ _ __/ / ( > Ue dz d(2)£ — vngij(X) T) (1020)
D s(¢1) D s(¢1)
) 2 s(C2)
VS T) = o / / / {m (hes®u) 6®u +ad (hes®u) e + (10.21)
0 D s(¢1)

+ad (h36Wu) " ue + dad (hooWu)’ u} dz d®z do

2Der Terminus , Generalisiert® bedeutet hier das in Bezug auf die Impulsbilanzgleichung der Divergenzterm des
Radiationstress die Bedeutung einer Kraft hat.
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Die Divergenz des Radiationstress-Tensors S;; enthilt alle Beitrége der rechten Seite von (10.21), die
sich aus linearen Seegangsmoden zusammensetzen und keine Anteile hoherer Ordnung der Taylor-
Entwicklung von ad(H)* und h¢ besitzen. Daher entfiillt die komplette zweite Zeile der Gleichung
(10.21). Der erste Term von Gleichung (10.21) entspricht der Divergenz des Radiationstress-Tensors.
Der zweiten Term ad(hcd®u)*u, kann mit dem ersten Term auf der rechten Seite von (10.20) und
den beiden unberucksmhtlgten Termen ad (§Hc /6ue)* 6P u = 0 (§He /6u. = 0, nach Voraussetzung)
und ad(hcd@u)*6@u (O(e*)-Term) kombiniert werden (10.22). Das Ergebnis ist ein Satz von Bi-
lanzgleichungen (10.20) fiir die mittlere Stromung (u) = e + Usq.

Die Hydrodynamik eines inkompressibles Fluids auf einer Aquipotentialfliiche des Gravitationsfeldes
wurde in Kapitel 4.1 behandelt. Der zweite Term auf der rechten Seite von (10.21) ist in diesem Fall

gleich <£(l~zc(5(z)y)*ge> = (v, - V)v,, und

<ad (5;%) v, +ad (hcs®v) v +ad <55HC> 5<2>y+ac1(ﬁoa<2>g)*5<2>g> -

Qe ye
= (Qe ! v) Ve + (Qe : v) Vsa + (ysd ’ v) Ve + (Qsd ! v) Vsqg = ([Qe + ysd] ! v) [ye + ysd] . (1022)

Fiir das hier behandelte Beispiel (Kapitel 4.1) wird die zeitliche Entwicklung des mittleren Geschwin-
digkeitsfeldes v, + v, durch Gleichung (10.20) beschrieben. Ohne das Problem vorher konkretisieren
zu miissen kann aus (10.20) eine Differentialgleichung (10.23) fiir die zeitliche Entwicklung des dy-
namischen Vektors u = u, + ugq unter dem Einfluss von Seegang hergeleitet werden.

2 5(¢2)
due s
d"; +d“d R / / / ad hcé(l) 5y dz d?a do (10.23)
D s <1

In den Kapiteln (4.1) und (4.2) wird der Seegangsinduzierte Impuls fiir ein inkompressibles Medium
und einem Fluid unter Flachwasser-Bedingungen berechnet. Im Rest dieses Abschnittes werden die
nicht-kanonischen Bewegungsgleichungen zweiter Ordnung in € néher untersucht.

Die im Kapitel (3.2.2) hergeleitete Wellenwirkungs-Bilanzgleichung resultiert aus einer Linearisierung
der nichtkanonischen Hamiltonischen Gleichung. In der letztendlich gefundenen Bezichung balanciert
die Rate, mit der sich die Wirkungsgroéfle I lokal dndert, den rdumlichen und spektralen Fluss dieser
GroBe (dI /dt = 8[/8t+v'I§g+Vk-IE = 0). Gleichung (3.39) kann daher fiir jede Mode separat gelost
werden. Um nun auch Energie- bzw. Wirkungstransport aufgrund nichtlinearer Wechselwirkung von
Seegangsmoden zuzulassen, miissen die Ausgangsgleichungen (3.3) noch mindestens bis zur néchst
hoheren (der zweiten) Ordnung entwickelt werden. Nach Definition der Operatoren L und @ (es gilt
die Beziehung Q6Mu = —L5®)u)

ou? vsPuy

@), = TV TP u—+ad (hes@u) ad (6@u)
Q\u = T u® 1oV§“u + ad (hcé u) Ue + ad (hcé u) Ue
+ dad (7106(2)11)* e + ad (ﬁg)é(muy ue + ad (505(2)u)* 6Wy (10.24)
Li®y = ioVs®u —ad (ﬁcé(?’)u>* Ue (10.25)

lassen sich die O(e?)-Terme der Gleichung (3.15) in der folgenden Form hinschreiben:

L6®u = Q5Pu+ad (im(s(l)u) "6y 4 ad (EC(sU)u) "Wy 4+ Im@ Wy

8Vu(1) 5(1)u - [ *
(1)
gy +ad (hc5 u) ” (10.26)

Der in Gleichung (10.26) eingefiihrte Operator Im(? besteht aus drei Teilen.

Im@5Wu = ImbydWu+ Ima (36 u + Ims ()6 u (10.27)
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Der erste Part von (10.27) entspricht dem O(e"~2)-Anteil von Gleichung (10.28)

Imgil))(s(l)u = ¢ dad (ilc(S(l)u)* u+ ad (E”E(C")é(l)uy ue + ad (ﬁcé(l)u>* ou , (10.28)

wobei u = u, + edu und du = Y, " 16y ist. Der O(¢"=1)-Anteil von Gleichung (10.28) stimmt

mit der Beziehung (3.29) iiberein. Der zweite und dritte Part von (10.27) enthiilt alle O(e"=!)-Terme
von Gleichung (10.29) und (10.30). Die Elemente von I mlg)), mit n = 0, entsprechen den Termen
von Q3Mu auf der rechten Seite von Gleichung (3.3), die nicht in Gleichung (10.28) enthalten sind.

Imlgi))é(l)u = {;& <6"E((?)5(1)u>* ue + ad (6”%81)5(1%)* Ue + (10.29)
+dad (E”B(Cn)é(l)u)* Ue + ad (E"ﬁgl)é(l)u)* 5(1)u}

Imgggé(l)u = 5{5% (Eczs(l)u)* ue + dad (ﬁc5(1)u>* Ue + (10.30)

+82ad (Ecdﬂw)* ue + 20ad (E05<1>u) ’ 5<1>u}

Eine Wirkungsbilanzgleichung zweiter Ordnung kann aus (10.26) nach Multiplikation dieser Glei-
chung von links mit den Elementen <i~zo6(1)ui‘ des zu ‘fzcé(l)ui> dualen Basissystems hergeleitet

werden. Aufgrund der Schiefsymmetrie der Klammer ad™ ist erneut gegeben, dass die linke Seite von
Gleichung (10.26) verschwindet.

hedWu; , L6®w;) = (—LéWu,; , had®u; ) =0 10.31
< s <3)> < Wy T (3>> ( )

Die Herleitung der Wirkungsbilanzgleichung (10.35) (zusammen mit (10.42)) aus (10.26) macht
die Berechnung der Zustandskorrekturen zweiter Ordnung 6w zum linearen Wellenzustand 6()
notwendig. Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (10.26) muss dazu, unter Verwendung
von Gleichung (3.24) (Lé®Pu; = Q6MWuy,), erweitert werden.

<5<1>uf . he L5(2)ui> - <5<1>uf e Q(S(l)ui> (10.32)

Es besteht eine Analogie zwischen der hier vorgestellten Methode und der quantenmechanischen
Behandlung zeitabhiingiger Stérungsprobleme. Mogliche Ubergiéinge der k-ten Seegangsmode vom
initial-Zustand ‘5(1)ui> in den final-Zustand ’5(1)Uf> resultieren aus einem Energie- und Impuls-
austausch der am Wechselwirkungsprozess beteiligten Seegangsmoden. Solange die Voraussetzung fiir
die adiabatische Invarianz der Wellenwirkung erfiillt bleibt ist dies mit einer Anderung der intrinsi-
schen Frequenz o verbunden. In Gleichung (10.33) kennzeichnet ¢; und o die intrinsische Frequenz
der k-ten Mode vor (initial) und nach (final) dem Wechselwirkungsprozess.

(W, he 16@u) = (sWug, he [i0:96@u; — ad (hod@u:) ] )

- z‘(ai—af)@(l)uf, ﬁcw<2>ui> . (10.33)

Bei der Herleitung von Gleichung (10.33) wurden die Eigenschaften des Funktionals he (hermi-
tesch) und der koadjungierte Lie-Algebra Wirkung® ad* (schiefhermitesch) ausgenutzt. Durch das

3ad” ist die koadjungierte Darstellung der Lie-Algebra g
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Einsetzen dieser Gleichung (10.33) in die O(e)-Gleichung (10.32) erhélt man einen Ausdruck fiir die
Zustandskorrekturen zweiter Ordnung ‘Bcé(Z)U> = —iV} ‘5065(2)u> = (ik)~! ‘BC@5(2)U>.

« ‘ﬁ0@5(z)ui> = Z ‘(5(1)uf> <5(1)Uf , EC@(S(Z)UO (10.34)
f

6Wuy , he Q8Wu;)
i(o; —of)

5 Jivu)

Bei der Herleitung von Gleichung (10.34) wurde vorausgesetzt, dass es sich bei den Vektoren |(5 My f>
um eine vollstindige Orthogonalbasis <5(1)ui , 0Wy 7) = &8y (Kronecker Relation ;7) des Raumes
der linearen Stérungen zu u, handelt und o = ) f |5 My f> <5(1)u f{ definiert. In diesem Fall kann der

Zustandsvektor ‘5065(2)u1> nach dem Basissystem }6(1)Uf> entwickelt (erste Zeile (10.34)) werden.
Nach Einsetzen der Differentiationsregeln (3.27)

ﬁ(ﬁcﬂl)u)*(w)u = Vi [aﬁ(ﬁcé(l)uyd(l)u} —VadaH(BC(S(l)u)*&(l)u und
%(506(1%)*6(1% = V- [z;\d/ (ﬁcd(l)u)* 6(1)u] — V- ad <ﬁ05(1)u>* 5y
—ad (Vh - o 6Vu) 50
in die Gleichung (10.26) erhélt man folgende Beziehung
(5, fccQ5(1)ui>‘2

ak3 (of — o)
V,ad (ﬁcaﬂm,) "5y, + ad (Vkﬁcé(l)ui)* (5(1)%} >

+i <5(1)ui, ho [N@) n Im<2>} 5(1)ui> - (10.35)
— 1 <6(1)u,, ilcv

9V Wy, o .
+ <5<1>u,~,hc ot )+ (00 o ad (ReoWus) e

Bei der Herleitung des ersten Terms auf der rechten Seite von (10.35) wurde hodMu = (ik)?6Mu
gesetzt. AuBerdem wurde in (10.35) die Abkiirzung N®) eingefiihrt.

NP5V — T.Viad <B05<1>u)*5(1>u+75&(vkﬁcaﬂm)*&“m
+ad (V- vkhc(s(l)u)*a(l)u (10.36)

Die in der zweiten Zeile von Gleichung (10.35) zusammengefassten Termen lassen sich nach Einsetzen
der O(e!)-Gleichung (3.24) zu einem Ausdruck fiir die Divergenz der totalen Zeitableitung von I =
EF /o umformen. Aufgrund der FuBnote 1 in Kapitel 10.3 und der Rechnung? aus Kapitel 3.2.2 ist

<(5(1)u, he ad <}~z05(1)u>* (5(1)u> = (dI/dT)o =0 und damit (10.37)
<6(1)u, heV - Vi [gﬁ (ﬁoé(l)u)* 6(1)u] > —V -V, [(dé’}"/a) a} ) (;{1 (ﬁcg(l)u)* 5(1)u) )

dr
Um die Rechnung iibersichtlicher zu gestalten wurde in Gleichung (10.37) der Operator D definiert.

D(B) = <5<1>u,7 [v,jzc : aa} + (WC) ka3>

“Der dritte Term von Im™ (3.29) wurde auf die linke Seite von Gleichung (3.28) gezogen.
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Nach dem Zerlegen des ersten Terms auf der rechten Seite von (10.37)

dEF o dEF EF do ) dEF _0EF =
T 0= g T um mit T = or +V . -ViEFo (10.38)

kann der Beitrag ~ d€F /dT in Gleichung (10.37) gegen die zusammengefassten Terme der dritten
Zeile (10.39), (10.40) gekiirzt werden. Die mit D und R abgekiirzten Terme werden dabei nicht

betrachtet.
AU s, o
<5<1>u, hcavuz O i 7“;> — —i<5(1)u, heV - Vi >=

3T u,-(l
_ T5(W 0,
= —iV-V, [agf] +iV -V, <5(1)u1 %hcvfs(l) >+iD (M) (10.39)

or

or or

Durch Einsetzen der Entwicklungsgleichung nullter Ordnung (3.20) in den letzten Term auf der
rechten Seite von Gleichung (10.35) kann dieser wie folgt umgeformt werden:

(60, head (Ecaﬂm,-)* te) = —(6Wu;, ho¥ -V (V- 9k [10V50u] ) = heR 60 u;)
= V-V (V- Vi [0EF)) + <5(1)ui, heR (5(1)ui> (10.40)
+D (V- [i0V60u] ) + V- Vi D (i0V50u)| .
In Gleichung (10.40) wurde der Operator R definiert.
R Wy = iV-Vyad (Bcaﬂmi)* Ue +
+V -V [V Vi ad (ﬁcaﬂmi)* e +ad (V- Viho 5(1)ui>* ue|

Die Energiekorrektur zweiter Ordnung zur Energie des Grundzustandes u, ist durch den Realteil
von Gleichung (10.35) nach Multiplikation mit (ik)~! gegeben. Der Wechselwirkungsterm entspricht
dem Betragsquadrat

‘<5(1)Uf,f~LCQ5(1)ui> T

geteilt durch die Differenz der intrinsischen Frequenzen o; und oy. Fiir den Grenzfall voneinan-
der unabhiingiger Seegangsmoden ist der initial-Eigenzustand 6V u; gleich dem final-Eigenzustand
Wy . Dann entspricht der erste Term auf der rechten Seite dem Quotienten von |dI;/dT'|* = 0 und
(0i—0y)|i=f = 0. Dabei wurde Beziechung (10.42) ausgenutzt, die aus der der Entwicklungsgleichung
erster Ordnung in ¢ folgt.

<5(1)ui, BCQé(l)ch> <5(1)Uf, BCQ5(1)U¢> (10.41)

Re <5(1)ui,ﬁcQ5(l)Ui> - <8E/Uz +V (E/az) ¢y + Vi (E/O'Z> : ) oi(ik)3 (10.42)

Setzt man (10.42) fur den Fall initial = final in Gleichung (10.35) ein und multipliziert alle Ter-
me mit ¢ so bleiben nur wenige Terme in (10.35) bestehen die reellwertige Beitrige enthalten. Die
Gleichung enthilt noch den ersten Term auf der rechten Seite von (10.35), der die Wechselwirkung
linearer Seegangsmoden beschreibt, und jene Elemente des I ?-Terms die in der zweiten Zeile von
(10.21) zusamengefasst worden sind. Die reellwertigen I m®)-Terme sind bei der Herleitung seegangs-
abhéngiger Bilanzgleichungen fiir die mittlere Stromung vernachléssigt worden. Sie werden auch hier
nicht betrachtet. Der nichtlineare Beitrag zur Wirkungsbilanzgleichung des Seegangs besteht aus
dem ersten Term in Gleichung (10.35). Fiir initial # final ist dieser Term von Null verschieden. Die
nichtlineare Wechselwirkung der Seegangsmoden ist aber nicht das Thema dieser Arbeit und wird
auch nicht im numerischen Wellenmodell (k-Modell) behandelt. Deshalb wird in diesem Abschnitt
darauf verzichtet den Wechselwirkungsterm fiir initial # final herzuleiten.
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10.5 Anhang A4: Der Radiationstress-Tensor eines 3-dimension-
alen, inkompressiblen Fluids

Der Radiationstress-Tensor wird nun fiir das Beispiel einer dreidimensionalen Stréomung in einem
inkompressiblen und geschichteten Fluid berechnet. Die Vorgehensweise gliedert sich wie folgt:
Zunéchst wird die Gleichung (4.1) fiir eine rotationsfreie Boussinesq-Stromung geldst. Anschlie-
Bend wird die Inkompressibilitdt des Mediums gefordert, wodurch sich Bilanzgleichungen fiir die
mittlere Strémung ergeben.

Das System dreidimensionaler Boussinesq-Gleichungen ist hamiltonisch [Ab86] beziiglich der folgen-
den Poisson Klammer:

0H OF OF oH H 0F OF OH 3
{F’H}@’m—/{y' K@W@‘ <EV> 5—} ”[E'V%‘@V%”“
D

und dem Hamiltonfunktional H (v, p)

v 2
H(w,p) = / {%+pﬁg} dr . Clap) = / Clap)+rg) de.  (1043)
D D

Die Differenz der Dichte p(z,T) von der konstanten Referenz-Dichte p, = 1 wird nur in dem von
g abhéngigen Term nicht vernachléssigt. Nach dem Einsetzen von 0H/dv = v, dH/ép = gz in die
Poisson-Klammer der Boussinesq-Stromung und partieller Integration der jeweils ersten Terme in
den beiden Klammern erhélt man die folgende Beziehung.

{F,H} (v,p) = —/{i—i-(z-v)w(%-V>§+(2-W)i—i+i—§-pgw}d3£
D
= —/{i—z‘P((EV)erngZ)Jr(y-Vp)(Z—i} P’z (10.44)

Die in Gleichung (10.44) eingefiihrte Transformation P(v) = v bildet das Vektorfeld v € X' (D) auf
das quellen- und senkenfreie Feld v € Xy, (D) ab (div v = 0). Nach dem Helmholtz Theorem kann v
in die L? orthogonale Summe von v und dem Gradienten der Funktion p zerlegt werden v = v — Vp.
Die Funktion p erfiillt das zu (10.44), (10.43a) gehorende Neumann Problem und ist gleich dem
Druck. Deshalb ist P(v) = v = v + Vp gegeben und

P((v-V)v+pgVz) = (v V)u+pgVz+Vp. (10.45)

Das Casimirfunktional C(q,p) ist eine Invariante der Bewegung und setzt sich aus den reellwer-
tigen Funktionen C(gq,p) und dem Produkt A ¢ zusammen. Die potentielle Vorticity ist gleich
g = (Vxuv)-Vp und X ist eine Konstante. In diesem Abschnitt wird der Beitrag des Casimir-
funktionals C' zur zweiten Variation 62H¢ des Funktionals Ho = H + C (4.1) nicht beriicksichtigt.
Er beschreibt den Effekt variabler Stromungsfelder v, auf den seegangsinduzierten Impulsfluss in der
Bilanzgleichung der mittleren Stromung. Das verwendete Wellenmodell (k-Modell) enthélt bereits
eine Formulierung der Stromungsrefraktion als Dopplerterm in der Dispersionsrelation des Seegangs.
Aus diesem Grunde wire es ein Fehler, den Beitrag von C(v, p) bei der praktischen Umsetzung der
analytischen Ergebnisse in das gekoppelte Modell fiir Seegang und Stromung zu beriicksichtigen. Die
Forderung C(q,p) = 0 setzt voraus, dass der Gleichgewichtszustand (v,, pe) gleich dem Grundzu-
stand (v, pe) = (0,0) ist. Nur dann verschwindet die erste Variation von H (10.46a), ausgewertet
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am Fixpunkt (v, p) = (v, pe). Der Gleichgewichtszustand ist formal stabil, wenn die zweite Variation
von H (10.46b) ihr Vorzeichen fiir alle Zeiten beibehélt.

0H :/[Q~5Q—|—g26p] B und 6*H = / |6v|* d®z (10.46)
D D

Die Ableitungen £5, und £5, (L5, := h du;) sind gleich

_Le@rH) oo _1s*H)
SN 670 %" 975(p)

(10.47)

Die Poisson-Klammer des gestorten Systems (4.1) kann in gleicher Weise wie (10.44) umgeformt
werden. Nach dem Einsetzen der Operatoren £ v und £50) 0 in (4.1) und dem orthogonalen Zerlegen
(10.45) von P((6Wv - V) Wv) = (6Wv - V) §Wv + VW p erhilt man die folgende Gleichung fiir die
nichtlineare Dynamik der Zustandsvariablen u = (p,v).

ou

. * (1) _ _
—ad (hedWu) o0y = - / {%.[v.((sﬂ@@a(l)g)w&wp] (10.48)
v

. D

5(0Wu)
5(6Mp)

+V- ((5(1)/) (5(1)y) } d3z . (10.49)

Bei der Herleitung der Poisson-Klammer auf der rechte Seite von (10.49) wurde div(6Mv) = 0 gefor-
dert. Daher bildet die Transformation P zwei divergenzfreie Vektorfelder aufeinander ab. Die Dich-
teschwankung §(Y) p ist gleich 1. Formal entspricht das Resultat fiir u; = p (10.50) und u; = v (10.51)
den Ergebnissen von Kapitel (4.1) fiir ein zwei-dimensionales, homogenes und inkompressibles Fluid.
Unter der Voraussetzung, dass die mittleren Prozesse auf einer (z,y, z = konst.)-Koordinatenfliche
stattfinden, sind die beiden Formulierungen dquivalent. Siehe dazu auch Kapitel 4.3, Abschnitt 4.3.2.

27
1 __
0 — —%/V‘(S(l)ydﬁ (10.50)
0
35 27
#o ()l - o [Ty ime o
£
0

Die in den Kapiteln 7.2 und 7.3 vorgestellten Ergebnisse numerischer Modellrechnungen beruhen
auf der Formulierung (10.50), (10.51) des seegangsinduzierten Antriebs der mittleren Stromung. Der
Beitrag entspricht den Ergebnissen fritherer Arbeiten (G. Melor [Mel03]).
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10.6 Anhang A5: Verwendete Symbole und Bezeichnungen

119

Allgemeine Bezeichnungen

[Kurzzeichen, Jahreszahl|
(Zahl), [Zahl], Zahl
BSH

Literaturhinweis
Formel, Abbildung, Kapitel
Bundesamt fiir Seeschifffahrt und Hydrographie

GKSS Forschungszentrum Geesthacht

DWD Deutscher Wetterdienst

EZMW Européisches Zentrum fiir mittelfristige Wettervorhersage

BSHcmod Zirkulationsmodell des BSH

WAM Wellenmodell der dritten Generation: Die Seegangsdyna-
mik wird durch numerische Integration der Wellenenergie-
bzw. Wirkungsbilanzgleichung modelliert, ohne die spektra-
le Form vorher einzuschrinken [Kom94].

k-Modell Wellenmodell der dritten Generation. Von der GKSS fiir
den Einsatz im kiistennahen Raum geschaffen.

LM-Modell Lokales Atmosphérenmodell des DW D

GM E-Modell Globales Atmosphérenmodell des DW D

MUSFE Projekt: Modellgestiitzte Untersuchungen zu Sturmfluten
mit sehr geringen Eintrittswahrscheinlichkeiten

urc Coordinated Universal Time

NN Normalnull: Bezugsflache fiir Hohenangaben

LHS und RHS Die linke und rechte Seite einer Gleichung.

WKB Wellenansatz von Wenzel, Kramer und Brillouin.

Mathematische und Physikalische Bezeichnungen (1)
C Menge der Komplexen Zahlen
a*eC Zu «a € C komplex-konjugierte Zahl.

{1.Summand}+c.c.
R

RB
DeR3
Xdiv(p)
V() =0()/0z
V, und V4
Vel
Vol
Oy () =09(-)/0x
dx(') =d(-)/dx
oy () = 5(2-)/5x
(a) = 217r f a() dv
(a] und |3)

= 6@']’

c.c. bedeutet das Komplex-Konjugierte des 1.Summanden
Menge der Reellen Zahlen

Dreidim. Vektorraum {iber dem Korper der Reellen Zahlen.
Gebiet im dreidimensionalen Vektorraum R3

Menge der divergenzfreien Vektorfelder in D

Der Nabla-Operator angewendet auf (.)

Allgemeine Bezeichnung fiir die Ableitungs-Operatoren des
Hamiltonfunktionals hc und der koadj. Wirkung ad*.

Der Nabla-Operator angewendet auf die Amplitudenfunkti-
on von 6!y (I € N)

Der Nabla-Operator angewendet auf die Phasenfunktion von
§Ou (1 eN)

Die partielle Ableitung von () nach x.

Die totale Ableitung von (-) nach x.

Die Funktionalableitung von (-) nach y.

Der Mittelungsoperator iiber die Phase 1 linearer Seegangs-
moden.

Nach der bra — ¢ — ket Notation von Dirac wird das Skalar-
produkt (a, ) in das Produkt des ket-Vektors |5) mit dem
dualen bra-Vektor («| zerlegt.

Der Kronecker-Tensor

Platzhalter
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Mathematische und Physikalische Bezeichnungen (2)
M Manigfaltigkeit: Eine glatte Oberfliache die lokal wie der R"
aussieht.
TnM Tangentialraum der Manigfaltigkeit M am Punkt m
F(M) Raum der glatten Funktionen auf der Manigfaltigkeit M

€ (1) = —adgp

Symplektische Form w* auf der Manigfaltigkeit M: Das ist
eine abgeschlossene, nicht ausgeartete 2-Form.

Lie-Gruppe

Lie-Algebra

Zu g duale Lie-Algebra

Koadjungierter Orbit der Lie-Gruppe G

Koadjungierte Wirkung des Lie-Algebra-Elements & € g auf
die Bahnkurve u(t) € O im Phasenraum.

Koadjungierte Wirkung des Lie-Gruppen-Elements g € G
auf die Bahnkurve p(t) € O im Phasenraum.

Infinitesimale Erzeugende der koadjungierten Lie-Algebra
Wirkung

(a, B);(aeV,BeVr)

€,n:g—gmit{,neg
G(p) = {F(p), H(p)}
Fir [,-] € g und p € g* ist

{F H} = —</~L, [W’W

(P’{'v'})

SF 6H>

Paarung (bilineare Abbildung) des Vektorraums V mit sei-
nem Dualraum V*. Hydrodynamische Beispiele: V. C R3,
V* C R? und (-, -) ist das Skalarprodukt.

Bilineare, schiefsymmetrische Jacobi-Lie Klammer
Poisson-Klammer: Bilineare, schiefsymmetrische Klammer
die Funktionen F,H € F(M) auf G € F(M) abbildet.
Wenn H eine Hamiltonfunktion ist, dann ist G = F.

Poisson Manigfaltigkeit: Die Manigfaltigkeit P zusammen
mit der Poissonklammer {-,-}.

B
qi,p'

T,V

H(q;,p") = (G, p") — L(¢;,p")
L(p), H(p

Jy

Xu = Jij0H (1) /o,

C(p), mit {C,G} = 0, wobei
CH:M—R
C(q) eR
He(p) = H(p) + C(p)
SHco
02He
R _ (6" He)
c 5(om)

e

B

Separationskonstanten der kanonischen Stérungstheorie
i-te generalisierte Koordinate und Impulskomponente
Kinetische Energie, Potentielle Energie

Kanonisches Lagrangefunktional

Kanonisches Hamiltonfunktional

Nicht-kanonisches Lagrange- und Hamiltonfunktional
Schiefsymmetrischer ko-symplektischer Tensor

Zum Hamiltonfunktional H(u) und dem ko-symplektischen
Tensor J;; gehérendes Hamiltonsches Vektorfeld Xp = fi.
Casimirfunktional

Reellwertige Funktion der Potentiellen Vorticity q.

Die Summe von Hamilton- und Casimirfunktional.

Die erste Variation des Hamilton-Casimir-Funktionals.

Die zweite Variation des Hamilton-Casimir-Funktionals.
Die Ableitung der n-ten Variation von Hc nach dem Dyna-
mischen Vektor des Seegangs .

Der Anteil von hgl ) der Ableitungen der Amplitudenfunkti-
on von 6y (I € N,1 < n) enthilt.

Der Anteil von hg‘) der ausschliefilich Ableitungen der Pha-
senfunktion von 6 (I € N,1 < n) enthilt.
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Mathematische und Physikalische Bezeichnungen (3)

O(e™) n-te Ordnung der Stérungsentwicklung
ceeR;ex 1 Reellwertiger Parameter der Storungsrechnung p = e +edp
T=eX,t=T (ex1) Ortsvektor und Zeit-Koordinate des Seegangs
X=2/e, T=tle (¢<1) Ortsvektor und Zeit-Koordinate des mittleren Seegangs
|Z]| und ||X|| Die Norm der Ortsvektoren z und X.
{2,9,2} Basisvektoren des Koordinatensystems in dem die Dynamik
- des Wasserkorpers betrachtet wird.

{z,9,z} Basisvektoren des Koordinatensystems in dem die Dynamik
- der Eulerschen Stromung betrachtet wird.

{&,9,2} Basisvektoren des Koordinatensystem in dem die Dynamik
- des Seegangs betrachtet wird.

a = (a,b,c) Lagrange Koordinaten

s(C) Koordinatenflichen des o-Koordinatensystems

¢ Vertikaler Index des o-Koordinatensystems

Aund 7 Wellenldnge und Periode des Seegangs

k, k=2m/\ Wellenzahlvektor, Wellenzahl des Seegangs

N(A(X)) = k(X)/ko Refraktionsindex der Seegangsmoden

AX,T) Von X und 7" abhingigen Parameter (Wassertiefe, etc.) die
Propagation und Refraktion des Seegangs beeinflussen.

o = +\/gk tanh(kh) Intrinsische Frequenz linearer Seegangsmoden

Qk)=0+Ek- (v Dispersionsrelation linearer Seegangsmoden

cg = 0o /0k Die Gruppengeschwindigkeit des Seegangs

c=o/k Die Phasengeschwindigkeit des Seegangs

a(™ Komplexe Amplitude n-ter Ordnung der W K B-Entwick-
lung des Seegangs.

&= a(l)(a(l))* Das Betragsquadrat der Amplitude linearer Seegangsmoden

E=EF Amplitudenquadrat des Seegangs multipliziert mit F

E~E&E Die Energie linearer Wellen: Das Betragsquadrat des Ge-
schwindigkeitsvektors linearer Seegangsmoden.

FelR Skalarer Faktor der den Einfluss variabler Stromungsprofile
auf die zeitliche Entwicklung der Wellen und die Dynamik
der seegangsinduzierten Stréomung beschreibt.

E = pgEF)2 Die phasengemittelte Energie linearer Seegangsmoden.

Ek(X,T),X,T) Das modellierte Energie-Spektrum des Seegangs wird auch
mit F bezeichnet. Es entspricht dem Amplitudenquadrat £.

H, Die Signifikante Wellenhohe

T Mittlere Periode T,,,1 = mg/m1 des Spektrums E(f)

my(E(f)) = [ f"E(f) df n-tes Moment des kontinuierlichen Spektrums E(f) (Fre-
quenz f = o/2m)

OF = 9k 4 ok Die Phasenfunktion der W K B-Seegangsmoden.

ok Die Phasenfunktion der langsam und auf groflen rdumlichen
Skalen verédnderlichen W K B-Seegangslosung.

W% mit I* = o (k) Die Winkelvariable (Phase) der Seegangsmoden in Ausbrei-
tungsrichtung der Wellen.

p = a(")exp(wk /€) Langsam und auf groflen rdumlichen Skalen variierender An-
teil des W K B-Ansatzes.

Iy =E(k)F/o Die Wirkungsvariable der Seegangsmoden.

Fx = ggI k Der raumlicher Fluss der Grofle Wellenwirkung.

MY = pyvy Der Seegangsimpuls.
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Mathematische und Physikalische Bezeichnungen (4)

= e+ , u=u.+edu | Dynamischer Vektor: Zusammenfassung aller dynamischen
Groflen in einen Vektor. z.B. Beispiell (Kap. 4.1): u = v,
Beispiel2 (Kap. 4.2): w = (h,m)

Phes Ue Dynamischer Vektor der Eulerschen Stromung

op , ou Dynamischer Vektor des Seegangs

pst = (Op) , uge = (du) Dynamischer Vektor der Stokesdrift

P Druck

op Druckfluktuationen aufgrund von Seegang

sMp Lineare Druckfluktuationen aufgrund von Seegang

DPhs Hydrostatischer Druck

D Topographische Tiefe

i Mittlerer Wasserstand

7 Seegangsbedingte Storung des Wasserstandes.

i =06WUh Linearisierte Storung des Wasserstandes durch Seegang.

he =D +n Topographische Tiefe plus mittlerem Wasserstand

h=he+i+7;7=Vn Topographische Tiefe plus mittlerem Wasserstand und see-
gangsbedingter Storung des Wasserstandes.

Y Die Stromfunktion: 2D Stromungsfeld v =V x (12)

Ve Die Stromfunktione der Eulerschen Strémung

o Die Stromfunktion des Seegangsfeldes.

M) Die Stromfunktion linearer Seegangsmoden.

v Geschwindigkeitsfeld der Stromung

V. Eulersches Geschwindigkeitsfeld

ov Geschwindigkeitsfeld des Seegangs

sy Geschwindigkeitsfeld linearer Seegangsmoden

sMe <€) Geschwindigkeitspotential linearer Seegangsmoden

Vgq = (0V) Stokesdrift

m = hv Aktuelle Wassertiefe multipliziert mit der gegenwértigen
Stromungsgeschwindigkeit.

w=VXxXuv Vorticity: Rotation des Geschwindigkeitsvektors

we =V X v, Vorticity der Eulerschen Stromung

ow =V X dv Vorticity des Geschwindigkeitsfeldes der Wellen.

Wy =V x 6y Vorticity linearer Seegangsmoden.

q Potentielle Vorticity z.B. Beispiell (Kap. 4.1): ¢ = w,
Beispiel2 (Kap. 4.2): ¢ = (2-V xu+ f)/h

K(q) Bernoulli-Funktion

Qg Planetare Winkwlgeschwindigkeit der Erde @

f Coriolisparameter

d(2) = pgz Geopotential der Erde

p oder py, Dichte des Wassers

8 =5 Der Radiationstresstensor

Vx - g = Vy; S'Z] Zusammenfassung der vertikal integrierten und phasenge-
mittelten RH S-Terme der Stérungsentwicklung 2. Ordnung,.
Das schlieit die Divergenz des Radiationstress und die ad-
vektive Ableitung der mittleren Stromung ((v) - V) (v) ein.

S Der Radiationstress-Tensor S vor der vertikalen Integration

B und Phasenmittelung. B

A Die Anteile der advektiven Ableitung von (v), die nach ver-

tikaler Integration und Phasenmittelung zusammen mit S

zum Tensor S zusammengefasst werden kénnen.
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Mathematische und Physikalische Bezeichnungen (5)

Qins Qphil
Qdis
Qbota chap

Qtot

Ti

v, = +/Cp v3,

10

G(k, 00, 0,0,

Windinput- und Phillips-Input-Source-Funktionen
Nichtlineare Dissipations-Source-Funktion

Lineare Dissipations-Source-Funktionen fiir Bodenreibung
und Schaumkronen-Bildung

Summe der Source-Funktion Qin, Qpni;, Qais, Qvor und
chap

Die Windschubspannung

Parametrisierung der Windschubspannung nach Smith &
Banke [SB75].

Seegangsabhéngige Parametrisierung der Windschubspan-
nung. (Kapitel 8.2)

Windschubspannungs-Koeffizient. BSHcmod: Ansatz von
Smith & Banke Cp = (0.63 + 0.066 v19/(m/s)) - 1073, Wel-
lenmodell: Ansatz von Wu [Wu82] C'p = 0.0036
Reibungsgeschwindigkeit des Windefeldes

Geschwindigkeit des Windfeldes in 10 m Hohe iiber dem
Wasser.

Skalare Funktion die den Einfluss der Boigkeit des Windes
auf den Input von Energie und Impuls in das Seegangsfeld
beschreibt.

0, und 6, Richtung des Wind- und Seegangsfeldes
ey Peakfrequenz des Pierson-Moskowitz Spektrums
fr Peakfrequenz des Spektrums

Definierte Konstanten (Siehe auch Tabelle 6.1 und Tabelle 6.2)
Symbol Bedeutung

kp = 1.3805-10"23J/K

g =9.81m/s?

Boltzmann-Konstante
Schwerebeschleunigung der Erde
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